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ÉLÉMENTS 



DE MÉCANIQUE. 



INTRODUCTION. 



Un corps est dit en repos quand il occupe constainment la 
même position dans l'espace; il est en mouvement quand il 
occupe à diverses époques des positions différentes. 

Quand un corps en repos est abandonné à lui-même, il 
reste indéfiniment en repos. Quand le corps, au contraire, 
passe de Tétat de repos à Tétat de mouvement, il ne peut le 
faire que sous Tinfluence d'une cause étrangère qu'on 
appelle force. 

Il arrive souvent qu'un corps reste au repos quoique 
soumis à l'action de plusieurs causes extérieures qui le 
mettraient en mouvement si elles agissaient séparément. 
D'après cela, nous appellerons fbrce, toute cause qui produit 
ou qui tend à produire le mouvement d^un corps. 

La mécanique a pour but l'étude des forces et des mouve- 
ments qu'elles impriment aux corps. On divise généralement 
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cette science en trois parties principales : la statique^ la ciné- 
malique et la dynamique. 

Lorsque plusieurs forces, agissant en même temps sur un 
corps en repos, le laissent en repos, on dit qu'elles se font 
équilibre. La statique est l'étude des forces qui se font 
équilibre. 

La cinématique est l'étude des lois du mouvement, d'un 
point de vue purement géométrique, abstraction faite des 
forces qui le produisent. 

Ënûn la dynamique est l'étude des lois du mouvement en 
tenant compte des forces sous l'influence desquelles il a lieu. 

Dans un grand nombre de questions de mécanique, quand 
on considère le mouvement d'un corps, on peut faire abs- 
traction de ses dimensions et le réduire par la pensée à un 
point où toute la matière du corps serait condensée. On 
donne à un pareil point le nom de point matériel. 



STATIQUE. 

DES FORCES. ^ 
Mesure des forces au moyen du dynamomètre. 

La notion des forces nous vient de l'expérience de tous les 
jours. Les efforts que nous faisons pour déplacer les corps, 
les déformer, les briser, sont des forces ; l'effort nécessaire 
pour soulever un corps pesant, ou pour le soutenir quand 
nous le tenons dans la main, est une force. Nous remar- 
quons aussi que dans les différents cas cçs efforts sont plus 
ou moins grands et que nous les exerçons dans certaines 
directions; d'où nous vient la notion de la grandeur et delà 
direction des forces. 

Il y a trois choses à considérer dans une force : 1* le point 
d' application \ 2» la direction; 3» intensité. Quand nous tirons 



DE MÉCANIQUE. 3 

un corps par un fil attaché à Tun de ses points, le point où 
est attaché le fil est le point d'application de la force ; la 
ligne droite suivant laquelle se dispose le fil tendu est la 
direction de la force, c'est la droite suivant laquelle se dé- 
placerait le point d'application s'il était libre ; enfin l'eflort 
plus ou moins grand que nous exerçons est l'intensité de la 
force. 

On dit que deux forces sont égales lorsque, appliquées à 
un même point matériel, dans des directions contraires, 
elles se font équilibre. Une force est double d'une autre 
lorsqu'elle fait équilibre à deux forces égales à celle-ci, ap- 
pliquées au même point en sens contraire; de même une 
force est triple d'une autre quand elle fait équilibre à trois 
forces égales à cette dernière, et ainsi de suite. On conçoit 
par là qu'on puisse déterminer le rapport de deux forces 
quelconques. 

On mesure les forces en les comparant à une d'entre elles 
prise pour unité. Chaque force est ainsi mesurée par un 
nombre qui exprime le rapport de la force proposée à celle 
qui a été prise pour unité. Mais l'intensité d'une force ne 
suffit pas pour la définir complètement, il faut aussi indiquer 
son point d'application et sa direction. 

Soit M (fig. 1) le point d'application d'une force, MX sa 

direction, prenons sur la 

M ^ X droite MX une longueur MA 

^8' «• proportionnelle au nombre 

qui mesure la force, c'est-à-dire qui contienne autant de fois 
l'unité de longueur que la force proposée contient l'unité 
de force, la longueur MA représentera complètement la 
force, son point d'application, sa direction et son intensité. 

Les forces sont de différentes sortes. Un corps abandonné 
à lui-même à une certaine distance du sol. tombe sous 
l'influence d'une force qu'on appelle la pesanteur. Quand 
un corps est suspendu à un fil, la direction du fil est la 
direction de la pesanteur, l'effort nécessaire pour empê- 
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cher le corps de tomber est une force égale et contraire 
au poids du corps. Une lame d'acier que l'on a déformée et 
qu'on abandonne ensuite à elle-même, reprend sa forme 
primitive sous l'influence d'une force qu'on appelle l'élasti- 
cité. Les êtres animés, par la contraction de leurs muscles, 
peuvent exercer des forces sur les corps qu'ils touchent. 
La tension de la vapeur d'eau, la pression exercée par le vent 
sont encore des forces, etc. 

Malgré ces différences, toutes les forces peuvent être com- 
parées les unes aux autres. On à pris pour unité de force 
le kilogramme; c'est le poids d'un décimètre cube d'eau 
distillée au maximum dé densité, c'est-à-dire à la température 
de quatre degrés centigrades au-dessus de zéro. On détermine 
les poids des différents corps au moyen de la balance ; mais 
pour comparer les autres forces au kilogramme, on se sert 
d'instruments particuliers appelés dynamomètres. 

Un dynamomètre se compose essentiellement d'un ressort 
d'acier qui se déforme plus ou moins quand on le soumet à 
l'action de forces plus ou moins grandes, et qui reprend 
exactement son état primitif quand on supprime la force 
qu'on lui avait appliquée. On Juge de l'intensité d'une force 
par la grandeur de la déformation qu'elle fait subir au 
ressort d'acier. Tous ces instruments, quelle que soit leur 
disposition, se graduent de la même manière. On suspend 
d'abord au dynamomètre des poids de l, 2, 3, 10, 100 kilo- 
grammes, on marque à chaque déformation un chiffre indi- 
quant le nombre de kilogrammes qui l'ont produite, et la 
graduation est terminée. Supposons qu'une force appliquée 
au dynamomètre le déforme jusqu'à la division 3, cette force 
produit le même effet que 3 kilogrammes, elle est donc ^ale 
à 3 kilogrammes, et ainsi pour les autres. 

Les dynamomètres les plus employés sont le peson à ressort^ 
et le dyiumùymètre- Régnier* 

Le peson à ressort se compose essentiellement d'une lamei 
d'acier AOB (fig. 2) courbée en forme de V. A l'extrémité A 
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de l'une des branches est fixé un arc de cercle en fer AD, qui 
passe librement à travers une ouverture pratiquée dans 
rautre branche OB. En un point C de la branche OB est fixé 
un second arc de cercle CE, qui passe 
librement à travers une ouverture pra- 
tiquée, dans la branche OA. L'arc AD 
porte un anneau F qui permet d'attacher 
l'instrument à un point fixe; l'arc CE 
porte aussi un crochet G auquel on 
applique les différentes forces qu'on 
veut évaluer. Pour graduer le dyna- 
momètre, on le suspend par le crochet 
F à un point fixe, et on attache au cro- 
chet G des poids de 1, 2, 3 kilogram- 
mes; les deux branches se rappro- 
chent, et on marque à chaque opération 
le point de l'arc AD en face duquel 
s'arrête la branche BO. On peut en- 
suite appliquer au crochet G une force 
quelconque; le numéro de la division 
auquel cette force amènera le dynamo- 
mètre indiquera l'intensité de la force 
en kilogrammes. Afin d'empêcher la 
compression de dépasser une certaine limite, ce qui pour- 
rait détériorer le ressort, on place sur l'arc AD un talon H 
contre lequel vient buter la branche OB lorsque la force 
qu'on applique au dynamomètre est trop grande. 

Le dynamomètre Régnier permet de mesurer des forces plus 
grandes que le peson. Cet instrument se compose de deux 
lames d'acier AB, CD, réunies à leurs extrémités par des 
pièces courbes F, G. On attache le dynamomètre à un point 
fixe par la pièce F, et on applique en G la force qu'on veut 
évaluer. Sous l'influence de cette traction, les deux branches 
du ressort se rapprochent, la branche CD pousse une 
tige ML articulée ea L avec un levier coudé LIK pouvant 




Fig. 2. 
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tourner autour du point I ; ce levier déplace une aiguille OE 
qui tourne autour du point et dont Textrémité E se déplace 
sur un arc de cercle divisé. On gradue cet instrument, 

comme le précédent, 
avec des poids mar- 
qués. 

Dans les deux dy- 
namomètres qui pré- 
cèdent, la sensibilité 
va en diminuant à 
mesure que la force 
qu'on évalue est plus 
grande, c'est-à-dire 
que l'accroissement 
de déformation qu'on obtient en augmentant d'uii kilo- 
gramme la force qui agit* sur le dynamomètre, est d'autant 
plus petit que la déformation de l'instrument est déjà plus 
grande. 
Jtf. Poncelet a imaginé un dynamomètre très- simple, formé 

de deux lames d'acier 
AB,GD(fig. 4) réunies 
à leurs extrémités par 
des pièces articulées. 
Le milieu de la pre- 
mière lame Afi est 
attaché à un point 
fixe, et on fait agir la 
force sur le milieu 
F«g- 4. de l'autre lame. L'é- 

cartement des deux lames est sensiblement proportionnel 
à la force entre des limites assez grandes. 
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COMPOSITION DES FORCES APPLIQUÉES A UN BIÊME POINT 
MATÉRIEL. 



Lorsque plusieurs forces agissent simultanément sur un 
même point matériel, on peut les remplacer par une force 
unique qu'on appelle leur résultante. 
Considérons, par exemple, deux forces F et F' (fig. 5) ap- 
pliquées simultanément à un même point maté- 
riel H au repos; elles tendent à faire mouvoir ce 
point dans une certaine direction. On conçoit bien 
qu'une troisième force R' d'une grandeur conve- 
nable, appliquée au point M, dans une direction 
opposée, le maintienne au repos, et, par suite, 
^ fasse équilibre aux deux forces F et F. Une 
* force R, égale et contraire à la force R', est la 
résultante des deux forces F et F', car cette 
Fi«- 5. force R fait équilibre à la force R', de même que 
les deux forces simultanées F et F'. 

On montrerait de même qu'on peut remplacer par une 
force unique un nombre quelconque de forces agissant simul- 
tanément sur un même point matériel. 

Quand on détermine la résultante de plusieurs forces, on 
dit qu'on les compose, et les forces que Ton compose sont ap- 
pelées forces composantes. Réciproquement, on peut rempla- 
cer une force donnée par plusieurs autres, ou décomposer une 
force en plusieurs autres, qu'on appelle encore les compo- 
santes de la force proposée. 

La théorie de la composition des forces repose sur le prin- 
cipe suivant : 

On peut appliquer une force en un point quelconque de sa di- 
rectiony pourvu que ce point soit lié au premier point d'applicor 
tUm par wne droite rigide et inextensible. 
Il est évident d'abord que deux forces égales et contraires 
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F et —F, appliquées aux deux extrémités A et B (fig. 6) d'une 
droite rigide et inextensible, et agissant dans la direction de 

cette droite, se font 

^ B A F^ équilibre; car il 

Fig. 6. n*y a pas de raison 

pour que le mouvement de la droite naisse d'un côté plutôt 

que de l'autre. 

Soit maintenant une force quelconque F appliquée au point 
A (fig. 7); prenons sur la direction de cette force un autre 

point B invariable- 
'^' S p ^ A F~^mentliéaupoîntA, 

Fig. 7. de manière que la 

longueur AB soit invariable. Appliquons au point B deux 
forces opposées F' et —F', égales entre elles et à la force F, 
et agissant suivant la même droite AB. Ces deux forces —F' 
et F' ne changent rien à l'état des choses puisqu'elles se font 
équilibre. Mais les forces —F' et F, égales et contraires, ap- 
pliquées aux extrémités d'une droite rigide et ineitensible 
AB se font aussi équilibre; on peut les supprimer, et il ne 
restera que la force F' appliquée au point B. On peut donc 
remplacer la force F appliquée et A par une force égale et 
de même sens F' appliquée en un point quelconque B de sa 
direction. 

Réciproquement, il n'y a pas d'autre manière de remplacer 
une force par une autre. 

Remarquons d'abord que deux forces F et —F inégales 
(fig. 8), appliquées aux deux extrémités d'une droite AB, et 

agissant dans le 

*^-F' u J^ A r^ sens de la droite, 

Fig. 8. ne peuvent pas se 

faire équilibre; la droite se meut évidemment dans le sens 

de la plus grande force. 

En second lieu, deux forces F et— F non opposées, appli- 
quées en deux points A et B (fig. 9) invariablement liés entre 
eux, ne peuvent pas non plus se faire équilibre. En effet, si 




DE MÉGANIQUE. 9 

l'équilibre existe, la droite ÂB, d'abord en repos, restera en 
repos quand on fera agir les deux forces, et on ne détruira 
pas l'équilibre en fixant un des 
/-F» points de cette droite. Puisque les 
deux forces F et — F' ne sont pas di- 
rectement opposées, l'une d'elles au 
moins, par exemple — F', n'est pas 
dirigée suivant la ligne AB. Fixons 
maintenant le point A, la force F 

Fig. ». . 

sera détruite par ce pomt fixe, il 
ne restera plus que la force —F dont la direction ne passe 
pas par le point A. Il est clair que cette force — V fera tour- 
ner la droite autour du point À ; par suite, les deux forces F 
et —F ne se faisaient pas équilibre. 

Gela posé, soit A (fig. 9) le point d'application d'une force 
F, voyons à quelles conditions on peut la remplacer par 
une force F' appliquée en un point B, lié invariablement 
au point A. Appliquons au point B deux forces égales et 
opposées F' et —F. Pour qu'on puisse remplacer la 
force F par la force F', il fabt qu'on puisse supprimer 
les deux forces F et —F', et, par (suite, que ces deux 
forces se fassent équilibre. Si les deux forces F et —F ne 
sont pas directement opposées, nous venons de voir qu'elles 
ne peuvent pas se faire équilibre. Si, étant directement op- 
posées, elles sont inégales, elles ne se font pas encore équi- 
libre. Si elles sont égales et directement opposées, elles se 
font équilibre, mais alors la force F' est égale à la force F, 
et elle agit suivant la même ligne droite, dans le même sens. 
On énonce ordinairement ce résultat en disant qur'on peut 
transporter une force en un point quelconque de la droite 
suivant laquelle elle agit, pourvu que le second point d'ap- 
plication soit invariablement lié au premier. 

Quand nous changerons les points d'application des forces, 
il faudra toujours supposer implicitement que les nouveaux 
points 41'application sont liés aux anciens par des droites ri- 
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gides et inextensibles. C'est seulement dans ce cas qu'on est 
autorisé à le faire. 

Composition des forces agissant suivant la môme droite. 

La résultante de deux forces F et F parallèles et de même 
sens, appliquées à un même point matériel, est égale à la 
somme F + P' de ces deux forces. En effet, on peut faire 
équilibre aux deux forces F et F' en appliquant au même 
point, eu sens contraire, une force R' égale à leur somme ; 
par suite, la résultante R des deux forces proposées est 
égale à leur somme F + F' et elle agit dans la même direc- 
tion. 

De même la résultante de deux forces F et F' parallèles 
et de sens contraires, appliquées à un même point matériel, 
est égale à leur différence, et elle agit dans le sens de la plus 
grande. 

En général, si un nombre quelconque de forces parallèles 
sont appliquées à un même point matériel, on fera la somme 
S de toutes celles qui agissent dans un sens, la somme S' de 
toutes celles qui sont dirigées en sens contraire; la résul- 
tante sera égale à la différence de ces deux sommes, et elle 
sera dirigée dans le sens des forces qui composent la plus 
grande somme. Si on convient de considérer <:omme posi- 
tives les forces qui agissent dans un sens, et comme néga- 
tives celles qui agissent en sens contraire, on peut dire que 
la résultante est égale à la somme algébrique des forces pro- 
posées; le signe de cette somme indique le sens de la résul- 
tante. 

Composition des forces agissant dans des directions différentes. 

Considérons deux forces F et F (fig. 10), de directions dif- 
férentes, appliquées à un même point matériel H. Nous 




Fig. 10. 




Pig. 11. 
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avons dit déjà que ces deux forces ont une résultante. En 
second lieu, il est clair que cette résultante doit être située 
dans le plan des deux forces et dirigée 
dans l'angle FMP' formé par les direc- 
tions des deux forces.. 

Si les deux forces F et F (fig. 1 1} sont 
égales/ la résultante R est dirigée, par 
raison de symétrie, suivant la bissec- 
trice de l'angle FMF' des deux forces. 

Il y a même un cas où l'on voit im- 
médiatement quelle est l'intensité de la 
résultante, c'est celui où les deux for- 
ces égales P et F (fig. 12) font entre 
elles un angle égal à un tiers de cir- 
conférence. La force R', égale et di- 
rectement opposée à la résultante, fait 
équilibre aux deux forces F et F'; ces 
trois forces F, F et R' sont également 
inclinées Tune sur l'autre, deux d'en- 
tre elles sont égales, et, par raison de 
symétrie, l'équilibre ne peut avoir lieu 
que si la troisième R' est égale à cha- 
cune des deux autres. Donc la résultante 
Rdes deux forces F et F' est égale à chacune d'elles. 

Déterminons maintenant la direction de la résultante de 
deux forces quelconques appliquées à un même point ma- 
tériel. 

Remarquons d'abord que deux forces quelconques F et F' 
(fig. 13), appliquées à un même point matériel M, peuvent 
être transportées en même temps, parallèlement à elles- 
mêmes en un point quelconque de la direction de leur 
résultante. En effet, on peut remplacer ces deux forces F et F' 
par leur résultante R, et appliquer cette résultante à un 
point quelconque M' de sa direction, en Ri. On peut alors 
décomposer de nouveau la force R* en deux autres Fi et F/, 




Fig. 12. 
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Fig. 13. 



respectivement égales et parallèles aux deux forces F et F'. 
Finalement, les deux forces F et F ont donc été transportées 

parallèlement à elles-mêmes 
au point M', situé sur la direc- 
tion de leur résultante. 

Considérons le cas où une 
des forces est un multiple de 
l'autre. Soient MA et MB (fig. 14) 
deux forces appliquées au 
point M, et supposons qu'on ait 
MA =3 MB. Construisons sur 
les deux forces le parallélo- 
gramme MAM'B, décomposons 
la force MA en trois autres di- 
rigées suivant la même droite, 
égales entre elles, et par suite 
égales à la force MB. Appli- 
quons l'une d'elles au point M, 
la secoifde au point C, la troi- 
sième au point D; ces trois 
forces seront représentées par 
les longueurs MC, CD et DA 
Menons par les points de di- 
vision G et D des parallèles à MB, nous diviserons ainsi 
le parallélogramme en trois losanges égaux. Les deux 
forces MC et MB étant égales, leur résultante est dirigée 
suivant la bissectrice de l'angle BMC, qui est la diagonale du 
losange MGEB ; ces deux forces peuvent donc être transpor- 
tées parallèlement à elles-mêmes au point E (qui est situé 
sur la direction de leur résultante), la première en EG, la 
seconde en EB. On peut ensuite transporter la force EG au 
point M', et la force EBi au point C, en CE. On opérera de la 
même manière sur les deux forces égales CD et CE appli- 
quées au point C ; on les transportera parallèlement à elles- 
mêmes au point G qui est situé sur la direction de leur résul- 




DE MÉGANIQUE. 13 

tante, la première en GM', la seconde en GD'. On transportera 
ensuite la force GM' au point M', et la force GD' au point D, 
en DG. Enfin on transportera encore la force DÂ parallèle- 
ment à elle-même au point H', et la force DG au point H', 
suivant M'B'. 

Les trois forces MG, CD, DA, transportées au point M', 
admettent une résultante M'A' égale à MA; de même la 
force M'B' est égale à MB. Les deux forces MA et MB ont été 
transportées parallèlement à elles-mêmes au point M', la 
résultante de ces deux forces peut donc aussi être transportée 
au point M'; par suite le point M' est situé sur la direction de 
cette résultante qui coïncide alors avec la diagonale du paral- 
lélogramme construit sur les deux forces MA et MB. 
Considérons maintenant deux forces, MA et MB (fig. 15), 

qui ont une commune me- 
sure /; contenue par exem- 
ple 5 fois dans la force MA 
et 2 fois dans la force MB. 
Construisons sur les deux 
forces proposées le paral- 
lélogramme MAM'B. Rem- 
plaçons la force MB par 
deux forces MC et CB éga- 
les à /'et appliquées la pre- 
mière au point M, la se- 
a\t conde au point C. Menons 
par. le point C une parallèle 
à MA, qui déterminera le 
parallélogramme MADC; les deux forces MA et MC, d'après 
ce qui a été dit plus haut, peuvent être transportées parallè- 
lement à elles-mêmes au point D, la première suivant DAi, là 
seconde en DM'; la force DM' peut être transportée au 
point M', et la force DAi au point C, en CD. Par la même 
raison, les deux forces CD et CB appliquées au point C peuvent 
être transportées parallèlement à elles-mêmes au point M'; 




Fig. 15. 
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les deux forces MC et CB, transportées au point M', admettent 
une résultante M'B' égale à MB. Finalement, on voit que les 
deux forces MA et MB peuvent être transportées parallèlement 
à elles-mêmes au point M', en M'A' et M'B'; parsuile^ la 
direction de leur résultante passe par le point M', et coïncide 
avec la diagonale du parallélogramme construit sur les deux 
forces proposées MA et MB. 

Si les forces proposées F et F' n'ont pas de commune me- 
sure, on peut toujours choisir une force f assez petite pour 
qu'elle soit contenue exactement dans Tune des forces, F par 
exemple, et qu'on ne commette pas d'erreur appréciable en 
remplaçant la force F' par une autre F'i qui soit un multiple 
entier de /*. La même démonstration s'applique aux deux 
forces F et F'4, et par suite aux forces F et F'. 

Donc, la résultante de deux forces quelconques appliquées à un 
même point matériel est dirigée suivant la diagonale du parallé- 
logramme construit sur les deux forces proposées. 

Il reste encore à déterminer l'intensité de la résultante. 
Soient MA et MB (fig. 16), deux forces quelconques appliquées 
au point M ; appliquons au même 
point M, une force MC égale et di- 
rectement opposée à la résultante 
des deux forces MA et MB, cette 
force MC fera équilibre aux deux 
forces MA et MB. Les trois forces 
MA, MB; MC appliquées au même 
point se faisant équilibre, une quel- 
conque d'entre elles fait équilibre 
^'»- ^«- aux deux autres, et par suite est 

égale et directement opposée à la résultante des deux autres. 
La résultante des deux forces MB et MC doit être égale à Ma et 
dirigée en sens contraire ; il faut pour cela que la diagonale 
du parallélogramme construit sur MB et MC soit dirigée sui- 
vant le prolongement MA'de la force MA. Menons BA' parallèle 
à la diagonale CM, et A'C parallèle àBM; nous déterminerons 
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ainsi le point G et, par suite, l'intensité MC de la force qui 
fait équilibre aux deux forces MA et MB. On voit aisément 
que MC = BA' = MG, comme parallèles comprises entre pa- 
rallèles, et, comme la résultante des deux forces MA et MB est 
égale et opposée à la force MC, on voit qu'elle sera repré- 
sentée par la diagonale MC. 

Donc, la résultante de deux forces quelconques appliquées à un 
même point matériel est représentée en grandeur et en direction 
par la diagonale du parallélogramme construit sur les deux forces 
proposées. 

On peut envisager autrement la construction de la résul- 
tante. Dans le parallélogramme MACB, le côté AG est égal et 
parallèle à MB. Menons par l'extrémité A de la première 
force, une droite AC égale et parallèle à la seconde force MB; 
en joignant le point d'application M au point G, nous ob- 
tiendrons la résultante MC. 

Nous pouvons étendre cette règle à la composition d'un 
nombre quelconque de forces appliquées à un même point 
matériel. Supposons, par exemple, le point M (fig. 17) 
sollicité par quatre forces F, F', F", 
F*', représentées par les longueurs 
MA, MB, MC, MD. Par l'extrémité A. 
de la première force, menons une 
droite AB' égale et parallèle à la 
force F, MB' sera la résultante R' 
des deux forces F et F'; menons de 
môme la droite B'C égale et paral- 
lèle à la troisième force F", MG' sera 
^' la résultante R" des forces R' et F'', 
et par suite la résultante des trois 
forces F, F' et F". Enfin, menons la droite G'D' égale et pa- 
rallèle à la quatrième force F'', et joignons MD', celte droite 
MD' sera la résultante R des quatre forces proposées. 

Donc, on obtient la résultante d^wn nombre quelconque de forces 
appliquées à un mime povnt matériel ^ en formant une ligne 




Fig. 17. 



16 



ÉLÉMENTS 



brisée dont chacun des côtés est égal et parallèle à une des forces; 
la droite qui joint le point d'application des forces à V extrémité de 
la ligne brisée représente la résultante en grandeur et en direction. 
Lorsque cette ligne brisée est fermée, c'est-à-dire quand 
ses extrémités se rejoignent^ la résultante est nulle et, par 
suite, les forces proposées se font équilibre* 
Si Ton a à composer trois forces F, F F*" (fig. 18), non 

JL r c situées dans un même plan, on for- 

^/ W ^ ^ mera comme plus haut la ligne 

brisée MAB'C, et on verra facilement 
\ que la résultante R est la diagonale 
'\~/ AC du parallélipipède construit sur 
^ les longueurs MA, MB, MG, qui re- 
présentent les trois forces F, F'etF*. 
Le triangle MAC (fig. 19} dans 
lequel les côtés MA et AG repré- 
sentent deux composantes F et F', 
et MG leur résultante R, permet 
dé calculer la résultante . On a, en 

MG* = MA' -I- ÂG'— 2. MA. AG. cos MAG. 

En appelant (F. F') l'angle AMB formé par les directions 
des deux forces F et F', on a 

cos MAG =— cos BMA =— cos(F.F'). 

Par suite, R^ = F^ -|- F'« -j- 2 FF cos (F. F'). 

Si les deux composantes sont rectangulaires, le cosinus 
est nul, et il vient 

R» = P+F». 

Le carré de la résultante est égal à la somme des carrés 
des composantes. 
Si les deux composantes sont dirigées suivant la même 
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droite et de même sens, Tangle (F. r) est nul, il vient 
alors 

R«=p>+F>+2PF' = (P+F)«; 

d'où R=F+F'. 

Si les forces F et F' sont de sens contraires, l'angle (F.P) 
est égal à 180<^, etTona 

R«=F»+F» — 2FF = (F — PO*; 

d'où R = F— F. 

Ces résultats s'accordent avec ce que nous avons dit plus 
haut sur la composition des forces qui agissent suivant la 
même droite. 

Si l'on a à composer trois forces F, F', F" perpendiculaires 
deux à deux, le parallélipipède construit sur ces trois forces 
est rectangle ; alors le carré de la diagonale est égal à la 
somme des carrés des trois arêtes issues d'un même som- 
met, et on a 

R>=F*-|-F*+F"*. 

Le carré de la résultante est égal à la somme des carrés 
des trois forces proposées. 

Décomposition d'une force en plusieurs autres appliquées au même point. 

Il est souvent utile de décomposer une force en plusieurs 
autres de directions et d'intensités différentes. 

Si on veut, par exemple, décomposer une force MC (fig. 19) 
en deux autres situées dans un même plan avec la force pro- 
posée, on n'aura qu'à construire le triangle MAC, et la ques- 
tion donne lieu à plusieurs problèmes correspondant aux 
divers cas de construction d'un triangle. 

P Décomposer une force MC (fîg. 20) en deux autres dont 
on donne les directions MX et MY. On mènera par le point C 




Fig. 20. 
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une parallèle CA à MY, jusqu'à la rencontre de MX, et on 
prendra sur la droite MY une longueur MB égale à AG; HA et 
MB seront les deux composantes cherchées. On connaissait, 
dans le triangle MAC, un côté MC et les deux angles ac^a- 
cents. 

2* Décomposer une force en deux autres dont Tune MA 
(fig. 20) est donnée en grandeur et en direction. Onjoindra 

AC, et on prendra une lon- 
gueur MB égale et parallèle à 
AC. On connaissait dans le 
triangle MAC deux côtés MA 
et MC, et l'angle compris. 

3* Décomposer une force 
MC (fig. 21) en deux autres 
dont on connaît les gran- 
deurs et non les directions. 
Il suffit de construire le trian- 
gle MAC dont on connaît les 
trois côtés. Il y a en général 
deux solutions MAC, MA'G. 
Pour que le problème soit 
possible, il faut que la somme 
des deux composantes HA et 
AG soit plus grande que la 
force proposée, et que leur 
différence soit plus petite que 
la force proposée. 

k? Décomposer une force 
MC (fig. 22) en deux, connais- 
sant la direction MX de l'une des composantes, et Tintensité 
CA de l'autre composante. Le problème revient à construire 
un triangle MAC, connaissant deux côtés M G et CA, et l'angle 
AMG opposé à l'un d'eux. Il y a deux solutions, ou une seule, 
ou bien le problème est impossible, suivant que le côté AC 
est plus grand, égal, ou plus petit que la perpendiculaire GP. 




Fig. «î. 
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Les composantes de la force MG sont MA et MB, ou bien MA' 
et MF. 

Si on veut décomposer une force en plus de deux autres 
situées dans un même plan, le problème est indéterminé. 
Pour décomposer une force MD (fig. 23) en trois autres 
dirigées suivant trois droites MX, 
MY, MZ,non dans un même plan, 
il faut déterminer le parallélîpi- 
pède qui a pour diagonale MD, et 
dont les côtés sont parallèles 
aux trois directions MX, MY, MZ. 
Pour cela, on mènera par le point 
«s- 25- D, parallèlement au plan ZMY, 

un plan DE A dont l'intersection avec la droite MX détermi- 
nera l'intensité MA de la composante dirigée suivant MX ; 
on mènera ensuite un plan DEB parallèle à XMZ, ce qui dé- 
terminera la composante MB suivant MY, puis un plan DHC 
parallèle à XMY, ce qui déterminera la troisième composant 
MG suivant MZ. 

Enfin, quand on veut décomposer une force en plus de trois 
autres dirigées suivant des directions données, le problème 
est indéterminé, et on peut choisir arbitrairement les in- 
tensités de toutes les composantes, moins trois. 

Équilibre des forces appliquées à un même point matériel. 

Pour que deux forces appliquées à un même point maté- 
riel se fassent équilibre, il faut qu'elles soient égales et di- 
rectement opposées. En effet, si ces deux forces ne sont pas 
égales et directement opposées, elles admettent toujours une 
résultante qui n'est pas nulle, et, par suite, elles ne sont pas 
en équilibre. 

Lorsque trois forces F, F, F' (fig. 24) appliquées à un même 
point matériel se font équilibre, une quelconque d'entre 



20 ÉLÉMENTS 

elles, P", par exemple, est égale et directement opposée à la 
résultante R des deux autres. Ces trois forces sont donc déjà 
dans un même plan ; elles satisfont en 
outre aux conditions suivantes. 
Le triangle MAC donne les relations : 

MA AC MG 




sin MCA sin AMG sin MAC' 

^ En remplaçant les côtés du triangle 

>A par les forces qu'ils représentent, celte 

,^^ relation peut s'écrire : 
c 

Fig. 24. F _ F' _ F^^ 

sin (P.'F'O ~sin (F. F') ""sin (F. F)* 

Chacune des forces est donc proportionnelle au sinus de 
l'angle formé par les directions des deux autres. 

Lorsque des forces en nombre quelconque,^ appliquées à 
un même point matériel, se font équilibre, leur résultante est 
nulle, et la ligne brisée qu'on forme par l'addition de toutes 
ces forces parallèlement à elles-mêmes est fermée. Dans ce cas, 
une quelconque des forces considérées est égale et directe- 
ment opposée à la résultante de toutes les autres. On peut, 
en effet, remplacer toutes les forces, moins la force F, par 
leur résultante R; le point matériel est alors sollicité par 
deux forces F et R, et l'équilibre n'est possible que si elles 
sont égales et directement opposées. 

Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que le point 
matériel peut se déplacer dans une direction quelconque; 
c'est ce qu'on appelle un point matériel lihrt. 

Il peut arriver, au contraire, que le point matériel ne 
puisse se déplacer que dans un certain nombre de directions, 
par exemple qu'il soit assujetti à rester sur une courbe 
fixe ou sur une surface fixe. Alors le point matériel est^én^, 
et il peut rester en repos quand il est sollicité par des for- 
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ces qui ne se feraient pas équilibre, si le point matériel 
était libre. 

Imaginons, par exemple, un anneau traversé par une tige 
rigide contournée suivant une certaine courbe, ou bien une 
bille placée dans un canal contourné; l'anneau ne pourra 
pas quitter la tige rigide, et la bille est astreinte à rester 
dans le canal. Réduisons par la pensée la tige ou le canal à 
une courbe fixe, l'anneau ou la bille à un point matériel, et 
nous aurons l'idée d'un point matériel assm'etti à rester sur 
une courbe fixe. 
Si nous appliquons à ce point M (fig. 25} une force F, nor- 
male à la courbe AB, il est clair que le 
point restera au repos, parce que la force 
est également inclinée sur les deux direc- 
tions suivant lesquelles le point peut se 
déplacer, et il n'y a pas de raison pour que 
le mouvement ait lieu dans un sens ou dans 
l'autre. Le point M exerce alors sur la courbe 
une pression normale égale à F. Supprimons la courbe par 
la pensée, et remplaçons-la par une force -F appliquée au 
point H, égale et contraire à la force F; nous pourrons alors 
considérer le point M comme libre, et il restera encore en 
repos. Cette force -F s'appelle la réaction de la courbe sur le 
point matériel. 
Appliquons maintenant au point M (fig. 26) une force F 
oblique à la courbe ; nous pouvons décom- 
poser cette force en deux, l'une T tangente 
à la courbe, l'autre N normale. La compo- 
sante tangentielle T tend à déplacer le point, 
et, si nous supposons que le point nia- 
tériel puisse glisser le long de la courbe 
avec la plus grande facilité, cette compo- 
sante T, quelque petite qu'elle soit, mettra 
le point en mouvement. 
Quant à la composante normale N, elle presse le point 



Fig. 25. 




Fig. 26. 



22 ÉLÉMENTS 

contre la courbe; elle est détruite par une réaction -N de la 
courbe, égale et contraire. Nous sommes ainsi conduits à con- 
sidérer un point matériel astreint à rester sur une courbe 
fixe, comme ne pouvant éprouver de la part de la courbe 
qu'une réaction normale à sa direction. 

Nous verrions de même qu'un point assujetti à rester sur 
une surface parfaitement polie , et sollicité par une force» 
ne restera au repos que si la force est normale à la surface. 
Nous pouvons maintenant établir la condition d'équilibre 
d'un nombre quelconque de forcesF,F',F"..Mappliquéesàun 
point matériel assujetti à rester sur une courbe fixe. Toutes 
ces forces admettent une résultante R, et, pour que l'équi- 
libre existe, il faut que la résultante R soit normale à la 
courbe. Cette résultante est la pression exercée par le point 
matériel sur la courbe fixe, elle est égale et opposée à la 
réaction -R de la courbe. 

De même , pour que des forces quelconques agissant sur 
un point matériel assujetti à rester sur une surface fixe se 
fassent équilibre, il faut que leur résultante R soit normale 
à la surface. Cette résultante R est égale et opposée à la 
réaction -R de la surface. 
Ici nous pouvons distinguer deux cas. 
Imaginons, par exemple, un point matériel M (fig. 27) atta- 
ché à une droite OM rigide et inextensible et qui 
peut tourner autour du point 0. Comme la lon- 
gueur OM ne peut ni diminuer ni augmenter, le 
point M. est assujetti à rester constamment à la 
même distance du point 0, et, par suite, à rester sur 
la surface d'une spiière qui a pour centre le point 
et pour rayon la longueur OM. Ce point restera 
au repos si la résultante des forces qui le sollicitent 
est normale à la sphère, c'est-à-dire, passe par le 
point 0, soit que cette résultante R tende à éloigner, 
Fig. 27. soit que, comme la force R', elle tende à rapprocher 
le point M du point 0. La réaction de la tige ou de la sur- 
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face de la sphère est dirigée suivant le rayon OM dans un 

sens ou dans l'autre. 
Si la droite OM (iig. 28} est formée par un fil inextensible, 
mais flexibley la distance MO ne peut pas aug- 
menter, mais elle peut diminuer; le point M 
peut se déplacer dans l'intérieur de la sphère 
qui a pour centre le point 0, et pour rayon 
OM. Pour que le point M placé sur la surface 
de cette sphère soit au repos, il faut non-seule- 
ment que la résulante des forces qui le sollici^ 
tent soit normale à la surface , mais en outre 
que cette résultante presse le point contre la 
surface, c'est-à-dire qu'elle soit dirigée sui- 
^^' ^*- vant le prolongement de OM. Dans ce cas, la 

réaction du .fil -R, ou la réaction normale de la surface, ne 

peut être que dirigée vers le point 0. 



Moments des forces par lAsipport à un point. 

On appelle moment d'une force par rapport à un point, le 
produit de l'intensité de la force par la perpendiculaire 
abaissée du point sur la direction de la force. 
Ainsi, le moment de la force F (fig. 29) par 
rapport au point 0, est le produit de cette 
force MA par la perpendiculaire OD , abaissée 
du point sur la direction de la force. Ce mo- 
ment est égal, comme on le voit, au double 
de Taire du triangle MOA, qui a pour base la 
force MA et pour sommet le point 0. 
Soient deux forces MA et MB (fig. 30), appliquées à un 
même point matériel H, MG leur résultante, et considérons 
les moments de ces forces par rapport à un point siijjié 
dans leur plan, en dehors de Tangle AMB qui contient les di- 





Fig. 80. 
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rectioDS des trois forces. Joignons le point aux points A, B 
et G. Le moment de la force MA est égal au double de Taire 
du triangle MOA ; le moment de la 
force MB est égal au double de Taire 
du triangle MOB, et celui de la ré- 
sultante MG au double de Taire du 
triangle MOG. Les trois triangles 
MOA, MOB, MOG peuvent être con- 
sidérés comme ayant même base MO, 
et, pour hauteurs, les perpendicu- 
laires abaissées des points A, B et G 
sur la ligne MO, ou bien les projec- 
tions KA', KB',^KG' des trois droites 
MA, MB, MC, sur une perpendiculaire à MO. On a évidem- 
ment 

KG' = KA'+A'G'. 

D'ailleurs A'G'=KB', comme projections de deux droites AG 
et MB égales et parallèles sur une même droite. Donc 

KG'=rKA'+KB'. 

La hauteur du triangle MOG est donc égale à la somme des 
hauteurs des deux triangles MOA et 
MOB; par suite Taire du premier 
triangle est égale à la somme des 
aires des deux autres, ou bien, le 
moment de la résultante MG est égal 
à la somme des moments des deux 
composantes MA et MB. 

Si le point (fig. 31), par rapport 
auquel on prend les moments, est 
situé dans Tangle AMB formé par les 
directions des deux composantes, la 
hauteur KG' du triangle MOG est 
égale à la'diflférence KB'— KA' des hauteurs des deux trian- 
gles MOB et MOA. Par suite le moment de la résultante MG 
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est égal à la différence des momeDts des deux composantes 
MB et MA. Il en est de même quand le point est situé dans 
Tangle AiMBi, opposé par le sommet à Tangle AME. 

On peut comprendre ces deux cas dans un même énoncé, 
en convenant de donner des signes aux moments des forces. 
Si on fixe le point du plan des forces, les forces tendront 
à faire tourner ce plan autour du point dans un sens ou 
dans l'autre. On considère comme positifs les moments des 
forces qui tendent à faire tourner le plan dans un sens, et 
comme négatifs les moments des forces qui tendent à faire 
tourner le plan en sens contraire. Dans le premier cas (fig. 30), 
les trois moments sont de même signe, puisque les trois forces 
tendent à faire tourner le plan dans le même sens. Dans le 
second cas(fig. 3l),les moments des deux forces MBetMA sont 
de signes contraires, le moment de la résultante MG est égal 
à la différence de ces deux moments et de même signe que 
le plus grand; il est donc égal à leur somme algébrique. Donc, 
le moment de la résultante de deux forces appliquées à un même 
point matériel^ par rapport à un point situé dans leur plan y est 
égal à la somme algébrique des moments des composantes. 

Si le point est pris sur la direction de la résultante, le 
moment de la résultante est nul, et, par suite, les moments 
des deux composantes sont égaux et de signes contraires. 

Le théorème peut être étendu à un nombre quelconque de 
forces appliquées à un même point matériel, et situées dans 
un même plan. Soient P, F, F", F*. . . . F^">, toutes ces forces, 
et R leur résultante ; appelons Ri la résultante des deux 
forces F et F', R^la résultante des deux forces Ri et F, R, la 
résultante de Rtet de F^, etc., et désignons par m. F le mo- 
ment de la force F, on aura, en tenant compte des signes, 

m. Ri = m.F + m. F. 

De même, m. R, = m. Ri + m. F', 

m. R, = m. R, + m. F*, 

m. R = m. Rn-i + m. F'*'. 
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Ajoutons toutes ces équations membre à membre, les mo- 
ments de toutes les résultantes intermédiaires disparaîtront, 
et il restera 

Donc, le moment de la résultante d'un nombre quelconque de 
forces appliquées à un point et situées dans un même plan, par 
rapport à un point situé dans leur plan^ est égala la somme 
algébrique des moments des composantes. 

Si le point par rapport auquel on considère les moments 
est situé sur la direction de la résultante, le moment de la 
résultante est nul, et, par suite, la somme des moments des 
forces qui agissent dans un sens est égale à la somme des 
moments des forces qui agissent en sens contraire. 



COMPOSITION DES FORCES APPLIQUÉES A UN CORPS SOLIDE. 
Notions sur les corps solides. 

Nous n'avons envisagé jusqu'ici que les forces appliquées 
à un même point matériel ; nous allons maintenant compo- 
ser les forces appliquées en différents points liés entre eux 
d'une manière invariable, et chercher les conditions dans 
lesquelles elles se feront équilibre. 

On considère généralement les corps comme composés de 
particules très-petites, appelées molécules, situées à une cer- 
taine distance les unes des autres, et exerçant les unes sur 
les autres des actions attractives ou répulsives. Ces molécules 
peuvent, du reste, se rapprocher ou s'écarter sous l'influence 
des forces que l'on fait agir sur les corps. 

Les corps solides ne paraissent éprouver aucune déforma- 
tion quand on fait agir sur eux des forces qui ne dépassent 
pas certaines limites; il semble donc que leurs molécules 
soient à des distances invariables les unes des autres. En 
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réaUté^ il n'en est pas ainsi ; une force, quelque petite qu'elle 
soity agissant sur un corps solide, modifie toujours sa forme, 
mais il arrive fréquemment que ce changement est trop 
faible pour être appréciable. D*après cela, nous aurons l'idée 
d'un corps parfaitement solidôy en imaginant ce corps composé 
de molécules ou de points matériels situés à des distances 
invariables les unes des autres, quelles que soient les forces 
que Ton fera agir sur le corps. 

Les corps solides dont nous allons parler devront être 
supposés constitués de cette manière. Sans doute ce cas 
idéal n'est pas réalisé dans la nature, mais les conséquences 
auxquelles nous serons conduits seront applicables aux so- 
lides naturels toutes les fois qu'ils éprouveront seulement 
des déformations insensibles. Dans les machines, les organes 
que Ton emploie sont assez résistants pour qu'ils ne varient 
pas sensiblement de forme sous l'influence des forces aux- 
quelles ils sont soumis. 

£n imaginant les corps solides ainsi constitués, nous pour- 
rons transporter en un point quelconque de leurs directions 
les forces qui leur sont appliquées. 

Composition des forces concourantes. 

Considérons plusieurs forces P, F, F'... (fig. 32) appliquées 
en différents points À,B, G... d'un corps 
solide, et supposons que les directions de 
ces forces passent toutes par un même 
point du corps solide; ces forces sont 
dites concourantes f et le point est le 
point de concours. Puisque tous les points 
du corps solide sont invariablement liés 
Fig. 82. entre eux, on peut transporter le point 

d'application de la force P du point A au point 0, le point 
d'application de la force F du point B au point 0, celui de 
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la force F* de G en 0.... Les forces P, F', P"..., étant 
ainsi appliquées au même point , admettent une résul- 
tante que Ton détermine par la règle générale. On pourra 
ensuite prendre pour point d'application de cette résul- 
tante R, soit le point 0, soit tout autre point L du corps so» 
lide pris sur la direction de la résultante. 

Il n'est même pas nécessaire que le point de concours 
des forces fasse partie du corps solide; il suffit, pour la dé- 
monstration, d'imaginer que ce point est lié invariablement 
au corps solide; on y transportera les points d'application 
des forces proposées, et on déterminera la résultante de 
la même manière. Si la direction de cette résultante ren- 
contre le corps solide, on pourra l'appliquer en un point 
de ce corps; si cette direction ne rencontre pas le corps, 
il faut considérer la résultante comme appliquée en un 
point extérieur, lié invariablement au corps solide. 



Composition des forces parallèles. — Composition de deux forces parallèles 
et de même sens. 



Considérons deux forces P et F (tig. 33), parallèles et de 

d; E' même sens, appliquées en deux 

/ / A / - points A et B d'un corps solide. Les 

j/ l \ I deux points A et B, faisant partie 

y !^' M d'un corps solide, sont liés inva- 

/ B'^-JH' riablement l'un à l'autre; nous 

^ pouvons donc appliquer aux deux 

/ extrémités de la ligne AB deux 

/ forces AD et BE égales et de sens 

contraires. CeB deux forces se font 

équilibre et ne changent rien à 

l'état du système. Nous pouvons 

p,^^ ij. remplacer les deux forées AD et 

F appliquées au point A par leur résultante AG; de même, 

les deux forces BE et F appliquées au point B par leur ré- 
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sultante BH. Les deux droites AG et BH, étant situées dans 
un même plan et n'étant pas parallèles, se rencontrent en un 
point 0. Supposons ce point lié invariablement à la droite 
AB, transportons la force AG au point en OG', et la force 
BH en OH'; décomposons maintenant la force OG' en deux, 
l'une OD' égale et parallèle à AD, l'autre OA" égale et paral- 
lèle à P; décomposons de même la force OH' en deux, l'une 
OE' égale et parallèle à BE, l'autre OB'' égale et parallèle à T.' 
Les deux forces OD' et OE', étant égalés et directement op- 
posées, se font équilibre, on peut donc les supprimer; il 
reste les deux forces OA*' et OB" qui s'ajoutent et donnent 
une résultante R égale à leur somme P + F et parallèle 
à la direction des forces proposées. 

Donc, deux forces parallèles et de même sens, appliquées en 
deux points d'un corps solide^ ont wfie résultante égale à leur 
sommCy parallèle à leur direction^ et agissant dans le même sens 
que les forces proposées. 

On peut appliquer cette résultante en un point quelconque 
de sa direction; si on convient de l'appliquer au point G où 
sa direction rencontre la ligne AB qui joint les points d'ap- 
plication des forces proposées, la position de ce point G se 
détermine aisément. 

Les triangles semblables OAG, AGA' donnent les rapports 
égaux 

OG _ aa; _ j;^ 

GA "" A'G "" AD" 
De même, les triangles semblables OBG, BHB' donnent 

GB — B'H "■ BE* 

En divisant ces rapports l'un par l'autre, et remarquant 
que AD = BE, on en déduit 

CB_P 
GA~F' 
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Ainsi, les distances CB et CA du point^cT application de la ré- 
sultante aux points d'application des composantes sont en raison 
inverse des forces proposées F et F. 

La même proposition peut s'écrire 

F^_F_ F + F _R 
GA""CB~"CB + CA'~AB' 

Chacune des trois forces F, F' et R est donc proportion- 
nelle à la distance des points d'application des deux autres. 

Composition de deux forces parallèles et de sens contraires. 

Considérons maintenant deux forces F et F (fig. 34), paral- 
lèles et de sens contraires, ap- 
pliquées en deux points A et B 
d'un corps solide, et soit F la 
plus grande. Nous pouvons rem- 
R=F-F' /, placer la force F par deux au- 

tres. Tune BB' égale à F et ap- 
ï'ig- 34. pliquée au point B , l'autre égale 

à F— F', et appliquée sur le prolongement de la droite BA 
en un point C, tel qu'on ait 

AC__ F 
AB""F — F' 

En effet, ces deux forces BB' et F— F, appliquées en B et en 
C, ont pour résultante la force F appliquée en A. Les deux 
forces BB' et F' appliquées au point B sont égales et de 
sens contraires, on peut donc les supprimer; il ne reste 
alors que la force F— F appliquée au point C, c*est la résul- 
tante R des deux forces proposées. 

Donc, deux forces parallèles et de sens contraires ^ appliquées 
en deux points d'un corps solide , ont pour résultante une force 
parallèle à leur direction^ égale à leur différence^ et agissant dans 
le sens de la plus grande. 
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En ajoutant dans l'équation qui précède les numérateurs 
aux dénominateurs, on obtient 

CA _CA_F 
CA+AB""CB""P* 

Lé point d'application de la résultante est situé sur le pro- 
longement de la droite BA, du côté de la plus grande, et 
les distances de ce point aux points cf application des composantes 
sont en raison inverse des forces proposées F et F. Gomme on le 
voit, ce résultat est le même que pour les forces parallèles et 
de même sens. 

On peut écrire encore 

F r F— F R 



CB""CA""CB— GA""AB' 

Chacune des trois forces F, F et R est encore proportion- 
nelle à la distance des points d'application des deux autres. 

Cette démonstration suppose essentiellement que les deux 
forces sont inégales. Pour passer de là au cas où les forces 
seraient égales, supposons que la plus petite F' restant con- 
stante, la force F diminue progressivement jusqu'à devenir 
égale à F'; alors la résultante F— F' diminue constamment 
jusqu'à devenir nulle, et la distance GA de son point d'appli- 
cation au point A augmente indéfiniment. Un pareil résultat 
ne peut évidemment rien représenter à priori. On appelle 
couple ce système de deux forces égales parallèles et de sens 
contraires, mais non directement opposées; nous verrons 
plus tard qu'un couple n'a pas de résultante unique. 



Composition d'un nombre quelconque de forces parallèles. 

En appliquant les théorèmes qui précèdent, on obtiendra 
facilement la résultante d'un nombre quelconque de forces 
parallèles, appliquées en différents points d'un corps solide. 
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Fig. 35. 



Supposons d'abord ces différentes forces P, F', P'^.... de 
même sens, et appliquées aux points A, B, C... (flg. 35). On 

mposera d'abord deux des forces, 
P et F par exemple, en une seule 
R,, égale à P+P' et appliquée en 
\r un point Li de la droite AB, dont les 
distances aux extrémités A et B de 
cette droite sont en raison inverse 
des forces F et F; on composera 
ensuite cette résultante partielle Ri 
avec une troisième force F", en une 
résultante R, égale à Ri + F et, 
par suite, égale à la somme 
F + F'+F" des trois premières for- 
ces, et appliquée en un point L^ de ' 
la ligne GLj , tel que les distances LjLi et LjC soient en raison 
inverse des forces Ri el F''. En continuant de cette manière, 
on voit que la résultante R de toutes les forces proposées est 
égale à leur somme, et son point d'application L sera dé- 
terminé. 

Donc, la résultante d'un iwmhre quelconque de forces paral- 
lèles et de même sens appliquées à différents points d'wn corps 
solide est égale à leur somme^ parallèle à leur direction, et elle 
agit dans le même sens que les forces proposées. 

Si les différentes forces parallèles que l'on veut composer 
ne sont pas toutes dirigées dans le même sens, on construira 
d'abord la résultante Ri de toutes les forces qui agissent dans 
un sens, puis la résultante R^ de toutes les forces qui agissent 
en sens contraire. Si les deux résultantes partielles Ri et Rt, 
qui peuvent remplacer les forces proposées, sont inégales, 
elles admettent une résultante R égale à leur différence et de 
même sens que la plus grande. La résultante des forces pro- 
posées est donc égale à l'excès de la somme des forces qui 
agissent dans un sens, sur la somme des forces qui agissent 
en sens contraire. Si on convient de regarder comme po- 
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sitives les forces qui agissent dans un sens et les autres 
comme négatives, on peut dire que la résultante d'un nombre 
quelconque de forces parallèles agissant en différents points (Tun 
corps solide est égale à la somme algébrique de ces forces. Le signe 
de cette somme indique le sens dans lequel agit la résul- 
tante. 

Si les deux résultantes parlielles Bi et Ri sont égales et 
directement opposées, leur résultante est nulle» et les forces 
proposées se font équilibre. 

Si ces deux résultantes Ri et Rt, étant égales, ne sont pas 
directement opposées, elles forment un couple, et, par suite, 
les forces proposées ne peuvent pas être remplacées par une 
résultante unique. 

Le théorème des moments, que nous avons démontré 
pour les fofces appliquées à un même point et situées dans 
un même plan, est vrai aussi pour les forces parallèles si- 
tuées dans un même plan. On peut, en effet, considérer les 
forces parallèles comme un cas particulier de forces concou- 
rantes dont le point de concours serait situé àrinllni. 
D'ailleurs, il est très-facile de démontrer directement ce 
théorème pour les forces parallèles. 

Centre des forces parallèles. 

Supposons maintenant que, sans changer les intensités des 
différentes forces parallèles et de même sens F, F', F".... 
(fig. 35) nous fassions tourner chacune d'elles de la même 
quantité autour de son point d'application, de façon qu'elles 
soient encore parallèles, le point d'application L de la résul- 
tante ne sera pas changé. 

En effet, la résultante des deux forces F et F' sera encore 
égale à leur somme F-|-F', et son point d'application sera le 
point L| , puisque les distances LjB et LjA sont en raison in- 
verse des forces F et F'. De même, Lj sera encore le point 

3 
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d'application de la résultante des trois forces F, F', F", et 
ainsi de suite. En continuant ainsi de proche en proche, on 
verrait que le point d'application de la résultante totale est 
encore le point L. 

Donc, quand on a une série de forces parallèles appliquées à 
différents points d\m corps solide^ et qu'on fait tourner toutes ces 
forces autour de leurs poi7Us d^ application ^ de manière qu^elks 
restent parallèles, la résultante passe toujours par un même point; 
on appelle ce point centre des forces parallèles. 

Le théorème s'applique évidemment au cas où toutes les 
forces n'agissent pas dans le même sens, pourvu qu'elles 
aient une résultante unique. En effet, les points d'application 
des deux résultantes partielles Ri et Bt ne changent pas, et, 
par suite, le point d'application de leur résultante R est tou- 
jours le même. 

On peut remarquer que la position des points d'applica- 
tion des diverses résultantes dépend uniquement des rapports 
des forces. On peut donc altérer toutes les forces dans le 
même rapport, et le point d'application de la résultante to- 
tale restera le même. 



Décomposition d*une force en plusieurs forces parallèles. 



On peut se proposer de décomposer une force en deux ou 
plusieurs autres forces parallèles, appliquées en diflFérents 
points d'un même corps solide. C'est un problème analogue à 
celui que nous avons résolu en décomposant une force en 
plusieurs autres appliquées au même point. 

Cherchons d'abord à décomposer une force en deux autres 
forces parallèles, appliquées en deux points déterminés; il 
faut que ces deux points soient situés dans un même plan 
avec la force proposée, puisque la résultante • de deux forces 
parallèles est située dans le plan de ces deux forces. 
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Soit F la force proposée (fig. 36), et supposons que les points 

\ i A c d'application B et C des compo- 

/^ . / A- santés cherchées F' et F" soient 

V /\. A' situés de part et d'autre de la 

y\^ /f \ / force P. Joignons BC et appli- 

J- — ^-^ -^ quoné la force F au point A 

Fig. S6. OÙ sa direction rencontre la 

droite BB. Les forces F et F'' ayant pour résultante la force F, 
on a les relations 

Ff -n/lf u» 

h' _l_ W ' — h' * _ * • 

*+* -*' ÂG-ÂB~BG- 

On déduit de là 

■ni» u» A.I1 u^ -, Ad 

^ -^'BG' * -"*BG- 
On peut facilement construire les deux composantes. 
Menons par les points B et G des parallèles à la force F; par 
l'extrémité A' de cette force, une parallèle à BC, et joi- 
gnons BE, les droites AAi et AiA' représentent les forces F* 
et f. En effet, les triangles semblables BAA^ et A«A'E 

donnent 

AA,_AB_AB__F 

Â;r""A'E~AG""F" 
D'ailleurs , AA* + A^ A = AA' = F; 

donc, AAi = F" et A'A4 = F. 

Si les points d'application B et G (fig. 37) sont situés d'un 

même côté de la force F, les deux 
c 4 

rf ~~P7 * composantes F' et F'' sont de sens 

/ ^ r contraires et on les déterminera 

/ ^^ / par les équations suivantes : 

J^ t'A F' - F" = F, 

w^ F__r_j;^^ 

Fig. 37. AG^AB^BG', 

d'où l'on tire -„_^ AG AB 
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Pour construire ces composantes, menons encore CE 
et BD parallèles à F, A'E parallèle à BG, et la droite £B que 
nous prolongeons jusqu'à Ai; AAi et AiA' représentent les 
forces F^ et F'. En effet, les triangles semblables BAAi 
et EA'Ai donnent 

AA,_AB_AB_r 
A'Ai~A'E — AC^F* 

D'ailleurs, A'A^ — AA^ = AA' = F ; 

donc, AA4 = F'' et A,A' = F. 

Au lieu de se donner les points d'application • des deux 
B c A c composantes, on peut se donner 

/ ' 7 7 Tune d'elles et son point d'ap- 

I •/ / /^ plication. Soit F (fig. 38) la fore 

proposée, F' une des compo- 
santes, B son point d'application, 
et supposons F > F'. La seconde 
composante sera égale| à F — F', son point d'application C 
sera situé sur le prolongement de BA, et on le déterminera 
par la relation 

F' F — F 



k 




d'où on tire 



AC"~ AB ' 

r 



AG = AB • 



F — F* 



Si F' est plus grand que F, la seconde composante est égale 
à F' — F, de sens contraire à celui de la force F, et son point 
d'application G', situé à gauche du point A, est déterminé par 
la relation 

F' 



AG' = AB, 



F' 



Si F' = F, on trouve pour AG une valeur infinie ; nous 
savons que le problème est impossible. 
Si on veut décomposeï^ une force en plus de deux autres 
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parallèles appliquées en différents points situés tous dans 
un même plan avec la force proposée, le problème est indé- 
terminé. En effet, on peut appliquer à tous les points^ moins 
deux, des forces quelconques, et les considérer comme com- 
posantes de la force proposée ; les composantes appliquées 
aux deux derniers points seront alors déterminées. 

Proposons-nous maintenant de décomposer une force F 
(fig 39), en trois autres F', F", F** appliquées en trois points 
B, C, D, dont le plan n'est pas paral- 
lèle à la direction de la force F, et sup- 
posons que la force F coupe ce plan en Â, 
dans l'intérieur du triangle BCD. Joi- 
gnons BA et décomposons d'abord la 
force F en deux. Tune F' appliquée enB, 
l'autre R appliquée au point E où la 
droite BA rencontre la droite CD; 
nous décomposerons ensuite cette force R en deux autres 
F" et F* appliquées aux points C et D, et, comme toutes ces 
forces sont de même sens, on devra avoir 

p=F'+r-fF^ 

Ces différentes forces jouissent d'une propriété remar- 
quable. On a, entre les forces F et F', la relation 




Fig. 39. 



F' 



AE 
BE" 



Les triangles ACD, BCD, ayant même base CD, sont entre 
eux comme leurs hauteurs, ou comme les longueurs AE 
etBE; on a donc 

AE_ACD 

Se ~ BCD" 

Par suite, à cause du rapport commun, 



f' 



ACD 

'bcd* 
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Les forces F" et F'^ donneraient des relations analogues, et 
on obtiendrait la série de rapports égaux : 

F T" F" F* 



bgd""agd""abd"abg: 

Si la force proposée est représentée par l'aire du tri- 
angle BCD, les composantes F', F'' et F** seront représentées 
par les aires des triangles AGD, ABD et ABG. 

Lorsque la force F coupe le plan du triangle BGD en un 
point A' situé en dehors du triangle, les trois composantes 
ne sont plus dirigées dans le même sens. Il existe d'ailleurs 
entre ces composantes et la force proposée des relations 
analogues à celles que nous venons d'établir. 

Enfin, si on se propose de décomposer une force en plus de 
trois autres parallèles appliquées en des points déterminés, 
le problème admet une infinité de solutions. 



Centres de gravité. 

Considérons un corps solide placé à la surface de la terre 
et très-petit par rapport aux dimensions du globe terrestre. 
Les actions de la pesanteur sur toutes les molécules, ou les 
poids de ces molécules, sont des forces sensiblement paral- 
lèles et de même sens; leur résu' tante, qui est égale à leur 
somme, est le poids du corps. Si on donne au corps diverses 
positions, chacune de ces forces conserve son point d'applica- 
tion et son intensité, et toutes restent parallèles à la verti- 
cale ; mais la direction de ces forces par rapport au corps est 
changée, et le résultat est le même que si on avait fait tourner 
chaque force autour de son point d'application, comme dans 
le cas précédent. Le centre des forces parallèles dues à raction 
de la pesanteur sur toutes les molécules d'un corps s'appelle 
centre de gravité. 

Il arrive quelquefois que Ton envisage le centre de gravité 
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d'un certain volume d'un liquide ou d'un gaz. Dans ce cas , 
on suppose implicitement que, sans altérer les poids des 
molécules du liquide ou jlu gaz, on a établi entre elles des 
liaisons fixes, sans quoi on ne pourrait pas composer les 
forces qui leur sont appliquées. 

De même, on peut envisager le centre de gravité d'un 
système quelconque de corps séparés les uns des autres, en 
supposant implicitement qu'on a établi des liaisons inva- 
riables entre les différents corps qui composent ce sys- 
tème. 

Le centre de gravité d'un c6rps solide est un point parfai- 
tement déterminé, liéaucorps,eton peut trouver sa position 
quand on sait comment la matière est distribuée daas Tinté - 
rieur de ce corps. Le problème présente souvent de grandes 
difScultés, nous n'examinerons que les cas les plus simples. 

Un corps solide est homogène quand deux parties d'égal 
volume, prises en des points quelconques, ont exactement le 
même poids. On peut supposer que la matière est ré- 
pandue uniformément et d'une manière continue dans tout 
^le volume occupé par le corps. La détermination du centre 
de gravité est alors ramenée à une question purement géomé- 
trique. 

Imaginons qu'un corps solide s'étende sur une surface 
plus ou moins considérable et sous une épaisseur très-faible, 
comme une feuille de tôle, par exemple; nous pourrons 
faire abstraction de l'épaisseur, considérer la surface comme 
pesante , et chercher son centre de gravité. La surface sera 
homogène si deux parties d'égale étendue, prises en des 
points quelconques, ont le même poids. 

De même un corps solide peut avoir la forme d'un fil 
très-mince; en faisant abstraction de la section de ce fil, 
. nous aurons l'idée d'une ligne pesante, et nous pourrons dé- 
terminer son centre de gravité. La ligne est homogène si 
deux parties d'égale longueur ont le même poids. 

Dans tout ce qui va suivre, nous me considérerons que les 
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corps homogènes, et nous ferons d'abord quelques remar- 
ques préliminaires pour faciliter la recherche des centres de 
gravité. 

Quand un corps solide a un centre de figure, on peut ima- 
giner que ce corps est formé de molécules situées deux à deux 
sur une même droite passant par le centre de figure, de part 
et d'autre et à égale distance ; le centre de gravité coïncide 
alors avec le centre de figure. En effet, les poids de deux 
molécules symétriques M et M' (fig. 40) ont pour résultante 
y^ . M' ^^^ fo^ce égale à leur somme et ap- 

/ 7 7 pliquée au milieu delà distance MM', 

*^ / / qui est le centre de figure. Chaque 

/ couple de molécules donne une ré- 

Fig. 40. sultante appliquée au point , la 

résultante totale sera donc aussi appliquée en ce point. 

Quand un corps a un plan de symétrie, on peut imaginer 
que ce corps est formé de molécules situées deux à deux sur 
une mêptie perpendiculaire au plan de symétrie , de part et 
d'autre et à égale distance ; le centre de gravité est alors 
situé dans le plan de symétrie. En effet, les poids de deux 
miolécules symétriques M et M' (fig. 41) ont pour résultante 
une force égale à leur somme et ap- 
pliquée au milieu de la ligne MM', 
c'est-à-dire dans le plan de symétrie. 



r 



— 7 Chaque couple de molécules donne 



une résultante appliquée en un point 
de ce plan, le point d'application de 
Fig. 41. la "résultante totale sera donc aussi 

dans le plan de symétrie. 

Si le corps a deux plans de symétrie, le centre de gravité 
devant se trouver en même temps sur chacun d'eux, sera 
situé sur la ligne d'intersection de ces deux plans. 

Si le corps a trois plans de symétrie qui n'ont qu'un point 
commun, le centre de gravité seraau point d'intersection des 
trois plans de symétrie. 
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On en déduit immédiatement les conséquences suivantes : 
•!• Le centre de gravité d*une ligne droite AB (fig. 42) est au 

milieu de cette droite. 
y " 2® Le centre de gravité du contour 

Fig. 42. OU de Vaîre d'un parallélogramme 

ABCD (fig. 43) est au point d'inter- 
section des deux diagonales, ou au 
milieu de chacune d'elles, puisque ce 
point est un centre de figure. On voit 
Fig. 43. aussi que le centre de gravité est au 

milieu de la droite EF, qui joint les milieux de deux côtés 
opposés. 

3® Le centre de gravité du contour^ de la surface ou du 
volume d'un parallélipipède est un point de rencontre des trois 
diagonales, puisque ce point est un centre de figure. 

4* Le centre de gravité de la circonférence ou du cercle est 
au centre du cercle. 

5» Le centre de gravité de la surface ou du volume de la 
sphère est au centre de la sphère. 

6® Le centre de gravité de la surface ou* du volume d'un 
cylindre circulaire droit est au milieu de l'axe du cylindre, 
qui peut être considéré comme le point de rencontre de trois 
plans de symétrie. 

Centre de gravité de la surface d'un triangle 

Considérons un triangle quelconque ABC (fig. 44). Joi- 
gnons le sommet A au milieu D du côté opposé, et divisons 
la lignQ AD en un certain nombre de parties égales. Par les 
points de division D', D", D*', menons des parallèles à la base 
BC, et parles points B', G', B" G\,... où ces parallèles coupent 
les deux autres côtés, menons des parallèles à la médiane AD; 
nous formerons ainsi une série de parallélogrammes inscrits 
dans le triangle. La diagonale AD passe par les centres 0, 0', 
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0" de tous ces parallélogrammes, puisqu'elle coupe en leurs 
milieux tous les côtés parallèles à la base BG. Appliquons aux 
points 0, 0', 0", des forces égales aux 
poids de tous ces parallélogrammes, la 
résultante de ces forces sera appliquée en 
un point de la ligne ÂD. La somme de 
ces parallélogrammes est plus petite que 
la surface du triangle, mais elle s'en rap- 
proche de plus en plus, quand on aug- 
Fig. kk. mente indéfiniment le nombre des divi- 

sions de la droite AD. Le centre de gravité de la somme 
des parallélogrammes, quel qu'en soit le nombre, étant situé 
sur la droite AD, il en résulte que le centre de gravité du 
triangle est lui-même sur la droite AD. 

Par la même raison, le centre de gravité du triangle est 
situé sur la droite BE (fig. 45) qui joint le sommet B au ' 
milieu du côté opposé; il est donc au 
point de rencontre G de ces deux droi- 
tes. Gonâme le centre de gravité doit se 
trouver aussi sur la troisième médiane GP, 
on en conclut que les trois médianes d'un 
triangle se rencontrent en un même 
point, qui est le centre de gravité de la 
'*«?• 54. surface du triangle. 

La droite DE, qui joint les milieux des deux côtés BG et AG, 
est parallèle à AB et égale à la moitié de ce côté. Les trian- 
gles semblables ABG et GED donnent 




GD ED 

ag~ab'' 


1 

~2' 


GD = f = 


_AD 
~ 3 



par suite, 

Donc, le centre de gravité de la surface d'un triangle est sUué 
au point de rencontre des médianes ^ ou bien sur une médiane 
quelconque j au tiers de sa longueur à partir de la base. 
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Imaginons qu'on ait placé aux trois sommets du triangle 
trois poids égaux P, et cherchons le centre de gravité de ces 
trois corps. Les deux poids égaux placés en B et en G ont 
pour résultante une force égale à leur somme 2P, appliquée 
au point D, milieu de BC. La résultante de la force 2? appli- 
quée en D et de la force P appliquée en A, est utie force 
égale à leur somme et appliquée en un point de la droite ÂD, 
dont les distances aux points A et D sont en raison inverse 
des composantes, c'est-à-dire comme 2 est à 1 ; ce point d'ap- 
plication coïncidera avec le point 6. 

Donc, le centre de gravité de la surface d'un triangle coïncide 
avec le centre de gravité de trois poids égaux placés aux trois 
sommets du triangle. 

Centre de gravité du contour d'un triangle. 

Cherchons le centre de gravité de la ligne brisée qui forme 
le contour d'un triangle ABC (fig. 46). Les centres de gravité 
des trois, côtés du triangle sont en leurs 
milieux; nous appliquerons aux points 
G', A' et B' des forces parallèles et de 
mêmesens, égales aux poids des côtés AB, 
BG et G A. Nous obtiendrons le point d'ap- 

■^ c plication D de la résultante des deux 

Fig. %6. forces appliquées en B' et en G', en di- 

visant la droite G' B' en deux parties inversement propor- 
tionnelles à ces forces, c'est-à-dire aux côtés AB et AG; on 
aura donc 

db;_ab 

DC'^AG" 

Hais la ligne A'B' qui joint les milieux des deux côtés BG 
et AG est égale à la moitié de AB; de même A'G' égale la 
moitié de AG, de sorte qu'on a aussi 

DB^_A'B' 
DG'""A'G'* 




44 ÉLÉMENTS 

Dans le triangle A'B'C, la droite A'D divise le côté C'B' en 
deux parties proportionnelles aux côtés B'A' et C'A', elle est 
donc bissectrice de l'angle A'. Le centre de gravité cherché 
est situé sur la droite A' D, puisqu'on l'obtiendra en compo- 
sant les deux forces appliquées en A' et en D. De même, ce 
centre de gravité doit se trouver sur les bissectrices des an- 
gles B' et C ; il est donc situé au point de rencontre de ces 
trois bissectrices , qui est le centre du cercle inscrit au 
triangle A'B'C. 

Donc, le centre de gravité du contour (Tun triangle coïncide 
avec le centre du cercle inscrit au triangle qui a pour sommets 
les milieux des côtés du triangle proposé. 

Pour obtenir le centre de gravité d'un polygone, on le par- 
tagera en triangles, au moyen de diagonales, partant par 
exemple d'un même sommet ; on appliquera au centre de 
gravité de chaque triangle une force égale au poids de ce 
triangle, c'est-à-dire proportionnelle à sa surface, et on 
construira la résultante de toutes ces forces parallèles et de 
même sens. Le point d'application de cette résultante sera le 
centre de gravité du polygone. 

De même, on déterminera le centre de gravité d'un con- 
tour polygonal en appliquant au milieu de chaque côté une 
force proportionnelle à ce côté, et en cherchant le point 
d'application de la résultante de toutes ces forces. 



Centre de gravité d'un prisme triangulaire. 

Considérons le prisme triangulaire ABC A1B4C1 (fig. 47). 
Menons la médiane AD de la base ABC, divisons-là en un 
certain nombre de parties égales, et, par les points de divi- 
sion, menons des plans, tels que G'B'B\G'], parallèles à la 
face latérale du prisme CBBiCi. Par les droites d'intersec- 
tion C'G'i, B'B'i de ces plans avec les autres faces latérales du 
prisme, menons des plans parallèles au plan AjAD; nous 
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formerons ainsi une série de parallélipipèdes inscrits dans le 
prisme. Le centre de gravité de chaque parallélipipède estsi- 




Wg. 47. 

* 

tué dans le plan AiAD qui coupe en leurs milieux toutes les 
arêtes parallèles à BC, et dans le plan abc mené par les mi- 
lieux des arêtes latérales du prisme; il est donc situé sur le 
médiane ad du triangle abc. 

La somme de ces parallélipipèdes est plus petite que le 
prisme, mais elle s'en rapproche de plus en plus quand on 
augmente indéfiniment le nombre des divisions de la droite 
AD. Le centre de gravité de la somme des parallélipipèdes^ 
quel qu'en soit le nombre, étant situé sur la médiane ad^ 
le centre de gravité du prisme sera aussi sur cette médiane. 

Par la même raison, le centre de gravité du prisme est 
situé sur les deux autres médianes be et cf du triangle abc; 
il est donc au centre de gravité G de ce triangle. On peut re- 
marquer que le point G est au milieu de la droite OOi, qui 
joint les centres de gravité et Oi des deux bases ÂBG, ÂiBiGi 
du prisme. 

Donc, le centre de gravité d'wa prisme triangulaire coïncide 
avec le centre de gravité de la section menée par les milieux des 
arêtes latérales ^ ou bien est situé au milieu de la droite qui 
joint les centres de gravité des deux bases. 
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Centre de gravité d'un prisme quelconque. 



La même règle s'applique à un prisme quelconque. Con- 
sidérons le prisme polygonal ADi (Qg. 48); décomposons-le 
en prismes triangulaires en menant 
par une des arêtes A Ai des plans dia- 
métraux. Par le milieu a d'une des 
arêtes latérales, menons un plan pa- 
rallèle aux bases; ce plan coupera 
toutes les autres arêtes latérales en 
leurs milieux, et déterminera un poly- 
gone abcde égal aux polygones des 
bases. Le centre de gravité du prisme, 
triangulaire ABGAiBiGi coïncide avec 
le centre de gravité g du triangle abc; 
de même les centres de gravité des 
autres prismes triangulaires coïnci- 
dent avec les centres de gravité g'^ f 
des triangles acd, ade. Tous ces prismes 
triangulaires ont même hauteur, ils 
sont donc proportionnels à leurs bases, ou aux triangles a6c, 
acdf ade. Appliquons aux. points g, g\ /des forces égales aux 
poids des diff^ents prismes, c'est-à-dire proportionnelles 
aux triangles abc^ acd, ade, le point d'application de la résul- 
tante sera le centre de gravité du prisme polygonal. On voit 
que ce point d'application coïncidera avec le centre de gra- 
vité G du polygone abcde. Le point G est encore au milieu 
de la droite OOi qui joint les centres de gravité des deux 
bases. 

Donc, k centre de gravité d'un prisme polygonal coïncide avec 
le centre de gravité de la section parallèle aux bases menée par 
le milieu d'une arête latérale^ ou bien est situé au milieu de la 
droite qui joint les centres de gravité des deux bases. 




Fig. k8. 
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On sait que le volume d'un cylindre est la limite vers la- 
quelle tend le volume d'un prisme polygonal inscrit dans le 
cylindre, à mesure qu'on augmente le nombre des côtés de 
la base, en même temps que chacun d'eux tend vers zéro. 
Le théorème précédent s'applique toujours aux prismes in- 
scrits, il sera vrai aussi pour le cylindre. 

Donc, le centre de gravité d'un cylindre est sitité au milieu de 
la droite qui joint les centres de gravité des deux bases. 

Centre de gravité d'une pyramide triangulaire. 



Soit la pyramide triangulaire SABC (fig. 49). Joignons le 

sommet S au centre de gravité 
D de la face opposée ABC; di- 
visons la ligne SD en un certain 
nombre de parties égales, et, 
par les points de division D', 
D", D*^, menons des plans paral- 
lèles à la face ABC. Ces plans 
^^ couperont la pyramide suivant 
des triangles A'B'C, A"B"G", 
A'"B'"G'", semblables au triangle 
ABC, et, par raison de simi- 
litude, les centres de gravité 
de ces divers trfangles seront 
situés en D' , D" , D*, sur la droite SD qui joint le sommet S 
au centre de gravité de la face ABC. Menons par les droi- 
tes A'B', A'C, C'B', A"B".... des plans parallèles à la droite 
SD, nous formerons ainsi une série de prismes triangulaires, 
tels que A'B'G'AiBid, inscrits à la pyramide. La droite SD 
passe par les centres de gravité des bases de tous ces 
prismes; le centre de gravité de chacun d'eux est donc 
situé sur la droite SD , et, par suite, le centre de gravité de 
leur somme est aussi sur cette droite. Or, quand on aug- 




Fig. 49. 
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mente indéfiniment le nombre des prismes, leur somme a 
pour limite la pyramide elle-même; donc le centre de gra- 
vité de la pyramide est aussi sur la droite SD qui joint l'un 
des sommets S au centre de gravité D de la face opposée. 

Par la même raison, le centre de gravité de la pyramide 
se trouve sur la ligne AE (fig. 50), qui joint le sommet A au 

centre de gravité E de la face op- 
posée, et, par suite, au point de 
rencontre G de ces deux droites. 
Les quatre lignes qui joignent les 
sommets d*une pyramide triangu- 
laire aux centres de gravité des 
faces opposées passent donc par un 
même point, qui est le centre de 
gravité de la pyramide. 
Le point F étant le milieu de BC, 
le point D se trouve sur la droite AP, au tiers de sa lon- 
gueur à partir du point F; de même le point E est situé au 
tiers de la droite PS, à partir du point P. Les deux droites SD 
et AE, étant situées dans un même plan, se rencontrent en un 
point G. Joignons DE ; cette droite divise en parties propor- 
tionnelles les deux côtés SP et AP du triangle ASF, elle est 
donc parallèle à AS et égale au tiers de AS. Les deux trian- 
gles SAG, DEG sont semblables et donnent 




Fig. SO. 



GD 
GS" 



DE 
AS' 



3' 



par suite, 



GD = |-GS=vSD. 
3 4 



Donc, le centre de gravité (Tune pyramide triangulaire est si- 
tué sur la droite qui joint un sommet au centre de gravité de la 
face opposée^ et au quart de sa longueur à partir de cette face. 

Imaginons qu*on ait placé aux quatre sommets de la py- 
ramide quatre poids égaux P, et cherchons le centre de gra- 
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vite de ces quatre corps. Les trois poids égaux appliqués en 
Â, B et G ont pour résultante une force égale à leur somme 
3P, appliquée au centre de gravité D du triangle ABC. La 
résultante de la force 3P appliquée en D et de la force P ap- 
pliquée en S, est une force égale à leur somme et appliquée 
en un point de la droite SD dont les distances aux points S 
et D sont en raison inverse des composantes , c'est-à-dire 
comme 3 est à l ; ce point d'application coïncide avec le 
point G. 

Donc, le centre de gravité (Tune pyramide triangulaire coïn- 
cide avec le centre de gravité de quatre poids égaux placés aux 
quatre sommets de la pyramide. 

Centre de gravité (i*une pyramide quelconque. 



Considérons la pyramide polygonale SABCDE (fîg. 51). 
Décomposons-la en pyramides trian- 
gulaires en menant des plans diago- 
naux par une des arêtes SA; me- 
nons par le point a, au quart de Taréte 
SA à partir du point A, un plan pa- 
rallèle à la base. Ce plan coupera la 
pyramide suivant un polygone abcde 
semblable au polygone de base> et 
chacune des pyramides triangulaires 
suivant un triangle abc semblable à la 
base ABC de cette pyramide. La droite 
qui joint le sommet S au centre de 
gravité du triangle ABC est coupée 
par le plan àbc au quart de sa longueur, et passe par le 
centre de gravité g du triangle abc. Ce point g est donc le 
centre de gravité de la pyramide triangulaire SABC. 

De même, les centres de gravité des autres pyramides trian- 
gulaires SAGD, SADE cpïncident avec les centres de gravité 

4 




Fig. 51. 
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g\ / des triangles acd^ ade. Il faut maintenant appliquer aux 
points g, g'^ /, des forces égales aux poids des différentes 
pyramides triangulaires; ces pyramides ont la même hau- 
teur, leurs volumes et, par suite, leurs poids sont propor- 
tionnels à leurs bases ÂBC, ACD, ÂDE, ou bien aux triangles 
ahCy acd, ade. Le point d'application de la résultante de ces 
forces sera donc le centre de gravité G du polygone abcde. 
On voit aussi que, par raison de similitude, la droite SGi, qui 
joint le sommet au centre de gravité de la base, passe par le 
centre de gravité du polygone abcde y et est coupée par le plan 
de ce polygone au quart de sa longueur, à partir de la 
base. 

Donc, le centre de gravité cTune pyramide quelconque coïn^ 
cide avec le centre de gravité de la section parallèle à la base 
menée au quart de la hauteur^ ou bien e^^ situé sv/r la droite 
qui joint le sommet de la pyramide au centre de gravité de la 
basCf et au quart de cette droite à partir de la base. 

Le volume d'un cône est la limite vers laquelle tend le 
volume d'une pyramide polygonale inscrite dans le cône, à 
mesure qu'on augmente le nombre des côtés de la base, en 
même temps que chacun d'eux tend vers zéro. Le théorème 
précédent s'applique à toutes les pyramides i n scrites, ilest 
donc vrai aussi pour le cône. 

Donc, le centre de gravité d'un cône est situé sv/r la droite 
qui joint le sommet au centre de gravité de la base^et au tiers de 
cette droite à partir de la base. 

Pour obtenir le centre de gravité d'un polyèdre quel- 
conque, on le décomposera en un certain nombre de pyra- 
mides. Au centre de gravité de chaque pyramide on appli- 
quera une force égale au poids de cette pyramide, et on 
cherchera le point d'application de la résultante de toutes 
ces forces parallèles et de même sens ; ce point sera le centre 
de gravité du polyèdre. 

Nous avons défini le centre de gravité en considérant les 
actions de la pesanteur sur toutes les molécules d'un corps, 
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et, pour que toutes ces forces fussent sensiblement paral- 
lèles, nous avons supposé que les dimensions de ce corps 
étaient très-petites par rapport aux dimensions du globe ter- 
restre. Cette restriction n'est pas nécessaire ; on peut consi- 
dérer le centre de gravité d'un corps de forme et de dimen- 
sions quelconques. On déterminera ce centre de gravité en 
appliquant à chaque molécule une force égale à son poids et 
parallèle à une direction constante. C'est ainsi qu'il faut en- 
tendre le centre de gravité d'une montagne, le centre de gra- 
vité de la terre, de la lune, du soleil, etc. 

Composition des forces appliquées à un corps solide. 

Jusqu'ici nous n'avons composé que les forces concou- 
' rantes et les forces parallèles. Il nous reste maintenant à 
considérer le cas où un corps solide est soumis à un ensem- 
ble de forces quelconques, à chercher quelles sont les forces 
les plus simples auxquelles on peut les ramener, et quelles 
sont les conditions nécessaires pour que ces forces se fassent 
équilibre. 
On dit qu'un corps solide est libre lorsqu'il peut prendre 
^ dans l'espace toutes les positions possibles. Une force quel- 
conque appliquée à un corps solide libre lui imprime tou- 
jours un certain mouvement. 

Un corps solide est dit gêné lorsqu'il ne peut pas se dé- 
placer dans toutes les directions. Il peut arriver qu'une 
force appliquàée un corps solide gêné ne donne lieu à aucun 
mouvement. 

Imaginons, par exemple, qu'on fixe un point A (fîg. 52) 
d'un corps solide; ce corps est gêné, il ne peut plus que 
tourner autour du point Â. Appliquons maintenant une force 
F en un point M de ce corps en repos. Si -la direction de la 
force F passe parle point A, on peut transporter la force au 
point A, alors cette force sera détruite par la résistance du 
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point fixe, et le corps restera au repos. Si, au contraire, la 
direction de la force, F' par exemple , ne passe pas par le 
point fixe, le corps tournera évidemment autour de ce point. 
Quand on fixe deux points A et B d'un corps solide (fig. 53), 
ce corps ne peut plus que tourner autour de Taxe AB. Ap- 





pliquons une force F en un point M du corps solide en repos. 
Si la direction de cette force rencontre Taxe en un point C, 
on pourra transporter son point d'application en C, et alors 
la force sera détruite par la fixité de Taxe AB. Si, comme la 
force F', elle est parallèle à l'axe AB, il est clair qu'elle ne 
fera pas tourner le corps solide autour de l'axe, parc« qu'il 
n'y a pas de raison pour que le mouvement ait lieu dans un 
sens plutôt que dans l'autre. Cette force F' tend uniquement 
à faire glisser le corps le long de Taxe, et, comme ce mouve- 
ment est impossible, il en résulte que le corps restera en 
repos. Dans les deux cas, la force est dans un même plan 
avec l'axe fixe AB. 

Enfin, si la force n'est pas parallèle à l'axe et si elle ne le 
rencontre pas, c'est-à-dire si elle n'est pas située dans un 
même plan avec l'axe, elle fera tourner le corps solide autour 
de l'axe fixe dans un certain sens. 

Lorsque deux forces appliquées à un corps solide libre se font 
équilibre, ces deux forces sont égales et directement opposées. En 
effet, soient A et B (fig. 54) les points d'application des deux 
forces F et F', et supposons que ces forces se font équilibre. 
Le corps, étant en repos, restera au repos sous l'action des 
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deux forces, puisque leur résultante est nulle. Nous ne trou- 
blerons pas le repos en fixant un point du corps solide, par 

exemple le point A, alors la force 
F est détruite par la résistance 
de ce point. Pour que le corps 
reste au repos, il faut que la 
^^B- 54. force F* passe aussi par le point 

Â, et, par suite, qu'elle soit dirigée suivant la droite AB. De 
même, en fixant le point B, on verrait que la force F doit être 
dirigée suivant la droite AB. Rendons maintenant le corps 
libre, les deux forces F et F, étant appliquées aux extrémi-' 
tés d'une même droite AB et parallèles à cette droite, ne peu- 
vent se faire équilibre que si elles sont égales et opposées. 
Considérons maintenant trois forces F, F', F" (fig. 55), ap- 
pliquées en trois points A, B, 
G d'un corps solide libre, et 
supposons qu'elles se fassent 
équilibre. Le corps, étant au 
repos, restera au repos sous 
l'action de ces forces, et l'équi- 
libre ne sera pas troublé si nous 
fixons le point d*application A 
de la force F et un point quel- 
conque D de la direction de la 
force F. Les forces F et F' seront détruites par les points 
fixes A et D, et ce corps ne pourra plus que tourner autour 
de la droite AD. Pour que l'équilibre subsiste, il est néces- 
saire que la force F" soit dans un même plan avec la droite 
AD. En fixant le point A et un autre point D' de la direc- 
tion de la force F', on verrait, par le même raisonnement, 
que la force F" doit être située dans un même plan avec 
la droite AD'. Cette force F' sera donc située dans le plan 
ADD', qui contient la force F'; par suite, les deux forces F' et 
F*' sont situées dans un même plan passant par le plan d'ap- 
plication A de la force F. Mais le point A est un point quel- 




Fig. 55. 
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conque de la direction de la force F, il en résulte que les 
trois forces F, F', F" sont dans un même plan. Donc , pour 
que trois forces appliquées à un corps solide libre se fassent équi- 
libre, il faut d'abord qu'elles soient situées dans un même plan. 
Si ces trois forces sont parallèles, deux d'entre elles au 
moins, F et F' par exemple, agissent dans le même sens , 
elles admettent une résultante R égale à leur somme; pour 
que l'équilibre subsiste, il faut que la troisième force F*' soit 
égale et directement opposée à la résultante R des deux 
premières. 

Si ces trois forces ne sont pas parallèles, deux d'entre 
elles au moins, F et F', se rencontrent en un point D ; on 
peut les transporter toutes les deux en ce point et les rem- 
placer par leur résultante R. Pour que l'équilibre subsiste, 
il faut que la troisième force V soit égale et directement op- 
posée à la résultante R ; la direction de la force F' passera 
donc aussi par le point D. 

Donc, pour que trois forces appliquées à un corps solide libre 
se fassent équilibre, il faut qu'elles soient dans un même plan, 
et que Fune quelconque d^entre elles soit ^gale et directement op- 
posée à la résultante des deux autres. . 
Il résulte de là que si deux forces F et F' (fig. 56), appliquées 
à un corps solide, ne sont pas siti^es dans 
un mêms plan, elles n'admettent pas de 
résultante unique. En effet, supposons 
qu'elles aient une résultante unique R 
appliquée au point G. Appliquons au 
même point G une force — R égale et 
de sens contraire. La force — R fait 
équilibre à la force R et, par suite, aux 
Fig. 56. ^jgyj^ forces proposées F et F'. Les 

trois forces — R, F et F', se faisant équilibre sur un corps so- 
lide libre, seraient situées dans un même plan, ce qui est im- 
possible, puisque les deux forces F et F ne sont pas dans un 
même plan. 
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Nous pouvons montrer maintenant que deux forces, F et 
—F, égales parallèles et de sens contraires (fig. 57), mais non 
directement opposées, n*ontpasde résultante unique. Si ces 
deux forces admettent une résultante 
R, une force — R égale et directement 
opposée à la résultante R fera équi- 
libre aux deux forces proposées F et 
— F. Les trois forces F, —F et — ^R, se 
faisant équilibre, sont situées dans un 
même plan; par suite, la résultante R 
des forces — F et F est située dans le 
plan de ces deux forces. 

Supposons d'abord que cette résul- 
tante R soit parallèle aux detix forces 
proposées, et appliquée en un point G ; une force — ^R, égale 
et de sens contraire, fera équilibre aux deux forces F et —F. 
Mais les deux forces parallèles et de même sens — R et —F 
admettent une résultante unique R', égale à leur somme 
— (R + F) ; cette résultante, composée avec la force F, diffé- 
rente et parallèle, donnera une résultante — R qui n'est pas 
nulle ; il n'y a donc pas équilibre. 
En second lieu, si la résultante R (flg. 58) n'est pas parai* 
lèle aux forces proposées, la force — R 
égale et contraire leur fait encore 
équilibre. Les deux forces — R et F, 
n'étant pas parallèles, se rencontrent 
en un point D; elles admettent une 
résultante R' qui n'est pas parallèle 
à la force F et , par suite, rencontre 
la force —F en un point E. Ces deux 
forces R' et —F ont encore une résul- 
tante qui n'est pas nulle, l'équilibre 
ne peut donc pas avoir lieu. 

Les deux forces F et —F forment un couple ; il en résulte 
qu'un couple ne peut pas être remplacé par une force unique» 
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Composition d'un système quelconque de forces. 

Nous allons montrer d'abord qu'un système quelconque 
de forces F, F', V.... (fig, 59), appliquées en différents points 
M, M', M".... d'un corps solide, peut 
être remplacé par trois forces appli- 
quées en trois points arbitraires. 

Prenons à volonté , dans le corps 
solide, trois points Â, B, G non en 
ligne droite; considérons d'abord une 
force F non située dans le plan ÂBC, 
^*8- 59- et appliquée en un point M en dehors 

de ce plan. Joignons le point M aux trois points A, B, G; 
nous pouvons décomposer la force F en trois autres dirigées 
suivant les trois droites MA, MB, MG; il suffit pour cela de 
construire le parallélipipède qui a pour diagonale la force F 
et dont les arêtes sont dirigées suivant ces trois droites. 
Nous pouvons ensuite appliquer l'une des composantes au 
point A, la seconde au point B, et la troisième au point G. 

Si la force F, n'étant pas située dans le plan ABG, est ap- 
pliquée en un point de ce plan, il suflit de la transporter en 
un point quelconque de sa direction, en dehors du plan ABC, 
et la décomposition sera possible. 

Enfin, si la force F est située dans le plan ABC, il y a une 
infinité de manières de la remplacer par trois autres appli- 
quées aux trois points A, B et G. On pourra, par exemple, la 
décomposer en deux forces appliquées aux deux points A et 
B, et considérer la troisième composante comme nulle. 

On décomposera de même chacune des autres forces F'^ 
F".... en trois autres apphquées aux trois points A, B et C. 
Toutes les forces appliquées au point A admettent une résul- 
tante unique R; on a, de même, une résultante R' au point B, 
et une résultante R'' au point G. On a donc remplacé toutes 
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les forces par trois autres R, R' et R" (fig 60), appliquées en 
trois points A, B et G choisis arbitrairement dans Tintérieur 
du corps solide. 




Fig. 60. 

Nous pouvons maintenant réduire ces trois forces à deux 
seulement. Menons un plan par la force R' et le point A, un 
second plan par la force R" et le point A; ces deux plans se 
coupent suivant une droite AD. Choisissons sur celte droite 
un point quelconque A'. La force R', étant située dans le pre- 
mier plan, peut être décomposée en deux autres dirigées 
suivant les droites AB et A'B, et nous pouvons appliquer ces 
deux composantes aux deux points A et A'. De même, la force 
R", située dans le second plan, peut être aussi décomposée en 
deux autres appliquées aux deux mêmes points A et A'. Si 
les deux forces R' et R*' étaient dans un même plan passant 
par le point A, on prendrait dans ce plan un point quelconque 
A' et on ferait la décomposition des deux forces R' et R" de 
la même manière. 

Finalement, il reste trois forces appliquées en A, que nous 
remplacerons par leur résultante Ri, et deux forces appliquées 
en A', que nous remplacerons aussi par leur résultante Rj. 
Le système des forces proposées est donc ramené aux deux 
forces Ri et Rs. 

On peut ainsi ramener un système quelconque de forces 
à deux autres d'une inûnité de manières différentes. 

Conservons d'abord les deux points d'application A et A' 
(fig. 61); noua pouvons appliquer aux deux extrémités de la 
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Fig. 6 



droite A A' deux forces quelconques, F et — F, égales et oppo- 
sées. Les deux forces R4 et F, appliquées au point A, ont une 

résultante R'i, les deux forces 
R2 et —F ont une résultanteR',. 
Les deux forces Ri et Ri peu- 
vent donc être remplacées par 
les deux forces RV et R', appli- 
quéesaux mêmes points AetA'. 
Le point A a été choisi arbi- 
trairement dans l'intérieur du 
corps solide , ou bien il est 
supposé lié au corps solide d'une manière invariable ; ce 
point A une fois choisi, le point A' a été pris arbitrairement 
sur la droite AD. Remarquons en outre que la force R', est 
toujours dans le plan qui passe par le point A et la force R2, 
et, comme on peut transporter cette force sur sa direction, 
on voit qu'on pourra l'appliquer en un point quelconque du 
plan AAUj. 

Donc, en général, un système quelconque de forces appliquées 
à un corps solide libre peut être remplacé par deux résuUanteSy 
Vune appliquée en u/n point quelconque. Vautre située dans un 
plan déterminé passant par ce points et appliquée en wn point 
quelconque de ce plan. 

Ces deux résultantes Ri et Rs auxquelles on ramène le sys- 
tème des forces proposées ne sont pas en général dans un 
même plan, elles n'admettent pas alors de résultante unique. 
Par suite, le système des forces proposées ne peut pas être 
remplacé par une force unique. 

Quand les deux résultantes Ri et R2 sont situées dans un 
même plan, il peut se présenter plusieurs cas. Si ces deux 
forces ne sont pas parallèles, leurs directions se rencontrent 
en un point; elles admettent une résultante unique passant 
par ce point. Si les deux résultantes Ri et Ri sont parallèles, 
sans être égales et de sens contraires, elles admettent encore 
une résultante unique. 
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Si elles sont parallèles, égales et de sens contraires, sans 
être directement opposées, elles forment un couple et, par 
conséquent, n'ont pas de résultante unique. 

Enfin, si elles sont égales et directement opposées, elles 
ont une résultante nulle. Par suite, le système des forces 
proposées se fait équilibre. 



Conditions d'équilibre d'un corps solide. 

Nous pouvons maintenant établir les conditions d'équilibre 

d'un corps solide soumis à un système quelconque de forces. 

Si le corps solide est libre, nous ramènerons toutes les 

forces à deux autres, et, pour que l'équilibre existe, il faut 

que ces deux résultantes soient égales et opposées. 

Donc, pour qu'un système quelconque de forces appliquées à 

un corps solide libre soit en équilibre, il faut que les^deux résul- 

tantes auxquelles on ramène le système soient égales et directe- 

ment opposées. 

Si le corps solide a un point fixe A (fig. 62) autour duquel 

il puisse tourner, nous choisirons 

]"^ ce point pour point d'application 

Jr^ "^ d'une des résultantes Ri. Cette 

M_A P-U— > résultante Ri sera détruite par la 

\A j^ ^^ ' résistance du point fixe, et le corps 

/ I restera soumis à la force Rj appli- 

^ " • v^ quée en un autre point B. Pour que 

Fis 62. réquilibre existe, nous savons que 

cette force Ra doit passer par le point A. Les deux forces Ri 
et Ri, étant appliquées au point A, ont une résultante Q ap- 
pliquée aussi en ce point. 

• Donc, pour qu'un système de forces, appliquées à un corps 
solide qui a un point fixe, soit en équilibre, il faut que les 
forces proposées aient une résultante unique passant par le 
point fixe. 
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La résultante unique Q mesure la pression que supporte 
le point fixe. On peut rendre le corps solide libre à condition 
d'appliquer au point A une force — Q égale et contraire à la 
résultante Q des forces proposées, et l'équilibre ne cessera 
pas d'exister. Cette force — Q est la réaction du point fixe. 

Si le corps solide a i^n axe fixe, on pebt prendre un point 
de l'axe pour çoint d'application de Tune des résultantes Ri. 
Cette résultante sera détruite par la résistance de l'axe, et, 
pour que l'équilibre existe, il faut que. la résultante Rj s'oit 
dans un même plan avec l'axe. 

Donc, pour qu'un système de forces^ appliquées à un corps 
solide qui a un axe fiœey soit en équilibre^ il faut que ces forces 
puissent se réduire à deux résultantes^ l'une appliquée en un point 
de taxe fixe, l'autre située dans un même plan avec cet axe. 
Quand un corps solide a deux points fixes A et A' (fig. 63), 
il se comporte comme s'il avait un 
axe fixe AA'. Dans ce cas, si les 
forces qui sollicitent le corps solide 
sont en équilibre, on peut choisir 
les deux points fixes A et A' pour 
points d'application des deux résul" 
tantes Ri et R». Ces deux résul- 
tantes mesurent les pressions que 
supportent les deux points fixes A et A'; les deux forces —Ri 
et— Rj égales et contraires à ces deux résultantes, sont les 
réactions des points fixes. 

Mais nous avons vu que, sans changer les points d'applica- 
tion A et A' des deux résultantes d'un système de forces, on 
peut changer ces deux résultantes d'une infinité de manières 
différentes. Il semble donc que les pressions supportées par 
les deux points fixes A et A' soient indéterminées. Celte in- 
détermination tient à Thypolhèse que nous avons faile sur . 
les corps solides. En réalité, quand un corps solide qui a deux 
points fixes est sollicité par des forces qui se font équilibre, 
les pressions supportées par les deux points fixes sont déter- 




Fig. 63. 
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minées ; elles résultent de la constitution moléculaire du 
corps. 

Équilibre d'un corps solide appuyé contre une surface. 

Lorsque plusieurs forces agissent sur un corps solide qui 
est appuyé par un point sur une surface fixe et parfaitement 
polie, la surface, comme nous l'avons vu, exerce sur le 
corps solide une réaction appliquée au point d'appui, nor- 
male à la surface et dirigée dans un certain sens. Pour que 
l'équilibre existe il faut que les forces proposées admettent 
une résultante unique directement opposée à la réaction 
normale de la surface. 

Donc, quand un corps solide^ appuyé par un point sur une 
surface fixe^ est sollicité par plusieurs forces^ il faiU, pour que 
V équilibre existe, que ces forces admettent une résultante unique^ 
passant par le point d'appui, normale à la surface et appuyant 
le corps contre la surface. Cette résultante est la pression sup- 
portée par le point d*appui, elle est égale et contraire à la 
réaction de la surface. 

Si le corps est appuyé sur la surface par plusieurs points, 
il faut, pour l'équilibre, que les réactions normales de la 
surface aux différents points de contact puissent faire équi- 
libre aux forces proposées. 

Considérons, par exemple, un corps solide placé sur un 
plan horizontal etsoumisuniquementàl'action delapesanteur. 
Si le corps solide, comme un boulet sphérique, ne touche 
le plan horizontal qu'en un point (fig. 64), 
ce corps est soumis à deux forces, son 
poids P appliqué au centre de gravité G, 
et la réaction normale N du plan, appli- 
quée au point de contact A. Pour que l'é- 
Fig- «4- quilibre existe, il faut que ces deux for- 

ces soient égales et opposées; par conséquent, la verticale 
menée par le centre de gravité du corps doit passer au point 
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de contact du corps solide et du plan. Dans cecas^ la réac- 
tion N du plan est égale au poids du corps. 

Lorsque le corps solide est appuyé par deux points A et B 
(fig. 65), le plan exerce sur le corps deux réactions normales 
N et N' appliquées, aux points de 
contact A et B. Pour que l'équilibre 
existe, il faut que la résultante des 
deux réactions N et N^ soit égale et 
opposée au poids du corps. Comme 
ces réactions sont parallèles et de 
même sens, la résultante est égale 
à leur somme N + N' et appliquée en un point de la 
ligne ABr II faut donc que la verticale menée par le centre de 
gravité du corps coupe le plan en 0, sur la ligne qui joint les 
deux points de contact et entre ces deux points. On peut, con- 
naissant le point 0, calculer les pressions exercées par le 
corps sur le plan; il suffit de décomposer la force P en deux 
autres, parallèles et de même sens, appliquées aux points A 
et B. On a, en effet, les équations 




Fig. 65. 



BO~AO" 



P 

'ab' 



qui déterminent N et N'. 
Si le corps solide est appuyé par trois points A, B et G 
(fig. 66), le plan exerce sur le 
corps trois réactions normales N, 
N', N", appliquées aux trois points 
de contact, et, pour que l'équi- 
libre existe, il faut que leur ré- 
sultante N + N' + N" soit égale 
et contraire au poids du corps. Les 
trois réactions normales étant de 
même sens, leur résultante est 
appliquée en un point du triangle ABC. Donc, la verticale 
passant par le centre de gravité du corps doit couper le 
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plan en un point 0, situé dans l'intérieur du triangle ABC. 
Pour déterminer les réactions N, N', N", on décomposera la 
force P appliquée en 0, en trois autres appliquées aux 
points A, B et G. On aura alors, comme nous l'avons vu, 

N N' _ N^^ _ P 

OBG""OAG~OAB~ÂBn* 

Si le nombre des points d'appui est plus grand que trois, 
on formera un polygone convexe ayant pour sommets cer- 
tains points d'appui et renfermant tous les autres. Pour qu'il 
y ait équilibre, il faut que la verticale passant par le centre 
de gravité du corps coupe le plan dans l'intérieur de ce 
polygone. Pour déterminer les réactions du plan, il faudrait 
décomposer le poids du corps en plusieurs autres forces 
parallèles appliquées aux différents points d'appui ; le pro- 
blème admet une infinité de solutions. 

Considérons, par exemple, un corps appuyé parles quatre 
points A, B, G, D (Gg. 67), et soit le point où la verticale 
menée par le centre de gravité du corps 
rencontre le plan. Décomposons d*abord 
la force P appliquée en en deux, l'une 
F appliquée à Tun des sommets A, l'autre 
Pi, appliquée en un point E choisi arbitrai- 
rement sur le prolongement de AO, dans 
Fig. 67. l'intérieur du triangle BCD. Cette force Pi 

pourra ensuite être décomposée en trois autres appliquées aux 
points B, G et D ; comme la position du point E est arbitraire, 
on voit que la décomposition peut se faire d'une infinité de ma- 
nières. Il est à remarquer cependant qu'on ne peut pas donner 
à l'une des composantes une valeur quelconque, parce qu'elles 
doivent agir toutes dans le même sens. Pour que la compo- 
sante P' soit de même sens que la force P, il faut que le point 
E soit situé sur le prolongement de AO ; et, pour que lès trois 
composantes appliquées enB, G et D soient de même sens, il 
faut que le point E soit dans l'intérieur du triangle BCD. On 
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ne peut donc choisir le point E qu'entre les deux points et 
F. On a d'ailleurs 

La composante P' est nécessairement comprise entre zéro 

OF * 

et P. r^. On trouverait de même que les autres composan- 
tes sont comprises entre certaines limites déterminées. 

Malgré cette restriction , le problème est encore indéter- 
miné; il est évident d'ailleurs que, dans la nature, quand 
un corps repose sur un plan par quatre points, la pression 
en chaque point a une valeur bien définie. Cette contradic- 
tion tient encore à Thypothèse des corps parfaitement so- 
lides. En réalité, il y a une déformation du corps et du plan 
aux points de contact, et la pression en chaque point dépend 
de la constitution moléculaire des corps. 



CINÉMATIQUE. 



Nous apprécions le mouvement d'un corps en évaluant à 
diverses époques les distances de ce corps à différents 
points considérés comme points de repère. Si ces distances 
sont invariables, le corps est en repos par rapport aux points 
de repère ; si ces distances varient avec le temps , le corps 
est en mouvement par rapport aux mêmes points. 

Nous considérerons d'abord le mouvement d'un point ma- 
tériel et nous appellerons ce point en mouvement un mobile. 

On appelle trajectoire la ligne droite ou courbe qui joint 
les positions successives occupées par un mobile. On se re- 
présente parfaitement le mouvement d'un mobile quand on 
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connatt la trajectoire qu'il décrit, et la position qu'il occupe 
à chaque instant sur sa trajectoire. 

Le nocuvement d'un corps solide, c'est-à-dire d'un système 
de points liés entre eux d'une manière invariable, est en gé- 
néral beaucoup plus complexe. Pour avoir uneîdée exacte du 
mouvement d'un corps solide, il faut se représenter comme 
précédemment le mouvement de chacun des points qui le 
composent. 

DIFFÉRENTES ESPÈCES DE MOUVEBIENTS. 

Un mouvement est dit rectiligne quand la trajectoire décrite 
par le mobile est une ligne droite ; le mouvement est curvi- 
ligne si la trajectoire est une ligne courbe. Quand le mobile 
parcourt sur sa trajectoire des longueurs égales en des 
temps égaux, on dit que le mouvement est uniforme. Lç 
mouvement est dit varié, si le mobile ne parcourt pas des 
espaces égaux en des temps égaux. 

Mouvement rectiligne et uniforme. — Vitesse. 

Le mouvement le plus simple que l'on puisse imaginer est 
le mouvement rectiligne et uniforme ; le mobile décrit une 
ligne droite et parcourt des espaces égaux en des temps 
égaux. On appelle vitesse dans un pareil mouvement, l'espace 
parcouru par le mobile pendant Tunité de temps. C'est par 
la grandeur de la vitesse que les différents mouvements uni- 
formes se distinguent les uns des autres. 

En mécanique, on prend ordinairement le mètre pour 
unité de longueur, et la seconde pour unité de temps; la vi- 
tesse dans le mouvement rectiligne et uniforme est donc le 
nombre de mètres parcourus par le mobile pendant une se- 
conde. 

5 
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Soit PQ (fig. 68) la trajectoire d'un mobile animé d'un 
mouvement rectiligne et uniforme, A la position initiale dû 

mobile, c'est-à-dire la 

p ^ ^ ^ ^ position qu'il occupe 

Fig. 68. a^u moment où on 

commence à compter le temps, et M sa position au bout 
de t unités de temps. Appelons t; la vitesse du mobile, c'est-à- 
dire l'espace qu'il parcourt pendant l'unité de temps, ce mo- 
bile aura parcouru pendant t unités de temps un espace égal 
à v«, on aura donc 

AM=v^ 

Cette formule montre aussi que les espaces parcourus par 
le mobile pendant des temps inégaux, sont proportionnels 
aux temps employés aies parcourir. 

Tirons la valeur de v de l'équation précédente, il vient 

AM. 

^ = -' 

donc, dans le mouvement uniforme, la vitesse est égale au 
quotient de l'espace qu'a parcouru le mobile par le temps 
employé à le parcourir. 

On détermine généralement la position du mobile à cha- 
que instant en évaluant sa distance à un point ûxe pris sur 
la trajectoire. On a évidenmient 

MO = OA + AM. 

Désignons par e la distance du mobile au point 0^ et par 
Co la distance OA, l'équation précédente peut s'écrire 

[1] ez=eo + vt. 

Cette formule convient à tous les cas qui peuvent se pré- 
senter, si on considère comme positives les longueurs comp- 
tées à partir du point dans un certain sens, à droite par 
exemple, et comme négatives les longueurs comptées à gau- 
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che de ce point. Si le point À est à gauche du point au 
lieu de se trouver à droite , on donnera au terme So une va- 
leur négative ; si le mobile marche vers le point P au lieu de 
marcher vers le point Q, on considérera la vitesse v comme 
négative; l'espace e devra être compté à droite ou à gauche 
du point 0, suivant que le second membre de l'équation [1] 
sera positif ou négatif. 

La formule [1] permet aussi de déterminer la position du 
mobile t unités de temps avant l'instant initial, c'est-à-dire 
avant l'époque à laquelle ce mobile se trouvait au point A ; 
il suffit pour cela de donner au temps t des valeurs né- 
gatives. 

Mouvement rectiligne varié. — Vitesse moyeDne. 

Considérons un mobile qui se déplace sur une ligne droite 

PQ(flg. 69),d'unmou- 



p M M' « vencient varié, c'est-à- 

Fig. 69. dire que les espaces 

parcourus par ce mobile pendant des temps égaux ne sont 
pas égaux. 

Soit M la position du mobile au temps t^ M' sa position au 
temps t'; pendant le temps f — t, ce mobile a parcouru l'es- 
pace MM'. Imaginons qu'un second mobile, parti du point M 
au temps t, arrive au point M' au temps ^ en marchant d'un 
mouvement uniforme; ce second mobile, comme nous l'a- 
vons vu, serait animé d'une vitesse égale à^ — •. On ap- 

MM' 

pelle le quotient tt^^ la vi^we moyenne du mobile proposé 

pendant le temps if —t. 
Supposons maintenant que, le temps t restant le même, la 

différence t'— « diminue indéfiniment, le quotient j—r ten- 
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dra vers une, certaine limite qu'on appelle la vitesse du mo- 
bile au temps t. 

Supposons , par exemple , que l'espace parcouru par le 
mobile soit proportionnel au carré de temps, c'est-à-dire 

que l'on ait 

e = at\ 

a étant une constante qui représente l'espace parcouru pen- 
dant la première seconde ; l'espace parcouru au bout du 

temps f est 

e' = at'K 

Pendant l'intervalle de temps t'—t^ le mobile parcourt 
donc l'espace 

la vitesse moyenne pendant cet intervalle est 

Supposons maintenant que l'intervalle «'— f diminue de 
plus en plus, la vitesse moyenne tendra vers la limite 2at; 
cette limite est la vitesse du mobile au temps t. On a donc 

v = 2at. 



Mouvement rectiligne uniformément varié. — Accélération. 

On dit qu'un mouvement rectiligne est uniformément varié 
quand la vitesse du mobile varie de quantités égales en des 
temps égaux. On appelle accélération la quantité dont la 
vitesse varie pendant l'unité de temps. L'accélération est 
positive quand la vitesse du mobile va en croissant, elle est 
négative quand la vitesse du mobile va en diminuant. On dit, 
dans le premier cas, que le mouvement est uniformément 
accéléré; dans le second cas, le mouvement est uniformé- 
ment retardé. 



DE MÉCANIQUE. 69 

Appelons v^ la vitesse initiale du mobile, v sa vitesse au 
bout de t unités de temps, et y l'accélération ; Taccroissement 
de vitesse pendant le temps t sera égal kyt,on aura donc 

V—V.zzz-ft, 

d'où v=v^, + Yf. 

Cette formule convient à tous les cas, si Ton a soin de 
donner à l'accélération y le signe + ou le signe —, suivant 
que le mouvement est accéléré ou retardé. 

Proposons-nous d'évaluer l'espace parcouru par le mobile 
pendant le temps f, quand sa vitesse croît uniformément 
depuis la valeur initiale v^ jusqu'à la valeur v» + Y ^• 

Divisons le temps t en n parties égales à 0. Au bout du 
premier intervalle de temps 6, la vitesse du mobile sera 

au bout de deux intervalles de temps égaux à 6, la vitesse 
sera 

et ainsi de suite. 

Remplaçons le mouvement réel du mobile par une série 
de mouvements uniformes dont chacun a une durée égale 
à 6, et dont les vitesses sont successivement Vq, Vq + T^> 
Vo + 2y6, . . . ., Vo+(^ — 1)yô. Il est clair que la somme 
des espaces parcourus par le mobile, animé successivement 
de ces divers mouvements uniformes, est plus petite que 
l'espace qu'il parcourt réellement, mais cette somme va en 
augmentant, à mesure que le temps d diminue indéfiniment, 
et elle tend à devenir égale à l'espace parcouru par le mo- 
bile. 

Représentons le temps t par une droite AB (fig. 70); au 
point A, élevons sur cette droite une perpendiculaire AC 
égale à v^, et au point B une perpendiculaire BD égale à 
Vo + Y *• Divisons la droite AB en n parties égales ; -chacune 
des divisions, telles que Aa, afe, 6c,. . . . représentera un in' 
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tervalle de temps égal à 6. La droite aal menée par le point a 
parallèlement à AC, jusqu'à la rencontre de la droite CD, est 
p égale à Vo+T^- En effet, menons 
CE parallèle à AB, aai est égal à 
ACetpar suite à v^. Les deux trian- 
gles semblables Ca^a'^ CED don- 
nent 

ajo! Goi 

ED""CE' 



a 



Fig. 70. 

donc, en substituant, 



Or, ED = Y«, CE=«, Ga^ = ^; on a 



Oltt 

"F 



J9 



par suite, 
et 

De même, 






•66' = Vo+2Ye, 

et ainsi de suite. 

L'espace parcouru d'un mouvement uniforme pendant le 
premier intervalle de temps ô est égal à v^^; il est représenté 
par la surface du rectangle AaaiC. De même, l'espace par- 
couru pendant le second intervalle de temps 0, d'un mouve- 
ment uniforme, est égal à (Vo+Y6)e; il est représenté par la 
surface du rectangle abb^a^ et ainsi de suite. La somme des 
espaces parcourus par le mobile, en raison de cette succes- 
sion de mouvements uniformes, est représentée par la somme 
des rectangles inscrits dans le trapèze AGDB. A mesure que 
le temps devient de plus en plus petit, le nombre des rec- 
tangles augmente constamment, et leur somme tend à deve- 
nir égale à la surface du trapèze. L'espace parcouru réelle- 
ment par le mobile animé d'un mouvement uniformément 
accéléré^ est donc représenté par la surface du trapèze, ou 
par la somme du rectangle ABEG et du triangle CED. L'aire 
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du rectangle a pour mesure v^t^ Taire du triangle a pour 
mesure {X^^^^* ^'^^P^^ parcouru parle mobile pen- 
dant le temps t est donc 



v+^V 



[1] 



Si le mouvement est uniformément retardé, la vitesse ini- 
tiale étant V|, la vitesse au bout du temps t sera v^—yt. 
Représentons encore le temps t par une droite AB (6g. 71), 

la vitesse initiale v^ par 
une perpendiculaire 
AG> et la vitesse au 
temps t par la perpen- 
diculaire BD. En rai- 
sonnant de la même 
Fig. 71. manière, on montrerait 

que l'espace parcouru par le mobile pendant' le temps t est 
représenté par la surface du trapèze ABDG. Ce trapèze est la 
différence du rectangle ABEG, qui a pour mesure v, t, et du. 

triangle GDE, qui a pour mesure ^. L'espace parcouru par 

le mobile est donc 

vj — V- 




La formule [1] convient donc aux deux cas, si on a soin 
d'affecter l'accélération y d'un signe convenable. 

^ ^ ^ Soit PQ (fig. 72) la 

^ i^ M Q trajectoire du mobile, 

Fig. 72. A sa position initiale, M 

sa position au temps r, on aura donc 



Appelons Cq la distance OÂ de la position initiale du mo- 
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bile à un point fixe de sa trajectoire, e la distance OM du 
mobile à ce même point au bout du temps ^ cette distance 
sera exprimée par la formule 

Cette formule, comme celle que nous avons obtenue pour 
le mouvement uniforme, convient à tous les cas, en ayant 
soin de considérer conmie positives les longueurs comptées 
à droite du point 0, et comme négatives les longueurs 
comptées en sens contraire, dans la direction OP. 

Réciproquement, si un mobile a un mouvement rectiligne, 
et si la distance du mobile à un point fixe de la trajectoire, 
au bout du temps t, ^est exprimée par une fonction du temps 
de la forme 

le mouvement est uniformément varié. 

En effet, au bout du temps t' la distance du mobile au 
point fixe sera 

L*espace parcouru par le mobile pendant le temps f—t est 

=b(t'-t) + c{t'^t){f+t); 
la vitesse moyenne pendant ce temps est 

Supposons que l'intervalle ^'—t diminue de-plus en plus, 
la vitesse moyenne a ppurlimite6+2c<; c'est la vitesse t; du 
mobile au temps ;, on a donc 

v=zb-\-2cU 

La vitesse varie proportionnellement au temps, le meuve- 
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ment est donc uniformément varié; la vitesse initiale est 
égale à b, et Taccélèration est égale à 2c. 



Mouvement curviligne. — Vitesse. 

Considérons un mobile qui décrit une courbe quelconque. 
Soit M (fig. 73) la position du mobile au temps r, M' sa posi- 
tion au temps t\ Menons la 

A' droite MM'; le rapport -; — 

* — { 

p. yj est la vitesse qu'aurait dû pos- 

séder le mobile pour aller du 
point M au point M' pendant le même temps t' — f, d'un 
mouvement rectiligne et uniforme; on appelle ce rapport la 
vitesse moyenne du mobile pendant le temps t' — t. Cette 
vitesse moyenne est une certaine longueur MA' que Ton doit 
porter sur la droite MM', à partir du point M. Imaginons que 
rintervalle de temps f'— t diminue de plus en plus, le point M' 
se rapproche indéfiniment du point M, et la vitesse moyenne 
MA' tend vers une certaine limite MA, qu'on appelle la vitesse 
du mobile au temps t. La vitesse moyenne, étant dirigée sui- 
vant la sécante MM', sera à la limite dirigée suivant la tan- 
gente au point M. La vitesse du mobile en un point est donc 
une certaine longueur portée sur la tangente à la trajectoire 
et dans un certain sens. 
La vitesse moyenne a pour valeur 

corde MM' , . corde MM' ^^ arc MM' 
-T^T]-' 0" bien ^^.MM, X -j^^. 

Quand l'intervalle t' — t diminue de plus en plus, le rap- 
port de la corde MM' à l'arc tend vers l'unité, la vitesse a 

donc pour valeur la limite du rapport --; — r-, c'est-à-dire 

la limite du rapport de l'espace parcouru au temps employé 
à le parcourir. 
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Si le mobile a un mouvement uniforme, c'est-à-dire s'il 
parcourt sur sa trajectoire des espaces égaux en des temps 
égaux, sa vitesse est constante en grandeur, mais non en 
direction, car cette vitesse est en chaque point tangente à la 
trajectoire. 

Quand le mobile décrit une circonférence d'un mouvement 
uniforme, le mouvement est dit circulaire et uniforme. 

Mouvement de rotation uniforme. — Vitesse angulaire. 

Considérons un corps solide tournant autour d'une droite 
fixe, chacun des points de ce corps solide décrit une circon- 
férence dont le centre est situé sur la droite fixe, et dont le 
plan est perpendiculaire h cette droite. Un pareil mouvement 
est dit mouvement de rotation^ et la droite fixe est appelée axe 
de rotation. 

Le mouvement de rotation est uniforme quand le corps 
tourne autour de l'axe de quantités égales en des temps 
égaux; dans ce cas, chaque point a un mouvement circulaire 
uniforme. Deux points également éloignés de l'axe ont évi- 
demment des vitesses égales , puisqu'ils parcourent des cir- 
conférences égales en des temps égaux. 

On appelle vitesse angulaire de rotation, la vitesse d'un 
point situé à l'unité de distance de l'axe. La vitesse d'un 
point quelconque peut être calculée très-facilement au moyen 
de la vitesse angulaire. Soit M (fîg. 74) la position d'un point 

quelconque au temps r, MO la 
distance de ce point à l'axe; pre- 
nons sur la droite MO un point N 
situé à une distance NO de l'axe 
égale à Tunité. Au temps V, 
^*^* '^* le point M est venu en M', 

et le point N en N' ; la vitesse du point M est égale à la 

MM' NN' 

limite du rapport -p — - , celle du point N à la limite de 7—^. 
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Le rapport de ces vitesses moyennes est égal à •^, ou bien 

MO 
au rapport des rayons ttt^^ puisque les arcs MM' et NN' cor- 
respondent au même angle au centre. Par suite, le rapport 

MO 

des vitesses des deux points M et N sera aussi égal à ^. 

Appelons v la vitesse du point M, r la distance HO à Taxe, 
(u la vitesse du point N, on aura donc 

«""NO""!' 

d'où on tire t? = w r. 

La vitesse d'un point quelconque est donc égale au produit 
de la vitesse angulaire par la distance du point à Taxe de 
rotation. 



COUPOSmON DES MOUVEMENTS. 

Lorsqu'un système de points matériels est tel que les dis- 
tances de tous ces points deux à deux sont invariables, tous 
les points sont en repos les uns par rapport aux autres. Si 
les distances de l'un des points en particulier M aux autres 
points du système varient avec le temps, ce point est en 
mouvement dans le système. 

Quand on connaît le mouvement d'un mobile dans un sys- 
tème et le mouvement simultané de ce système dans un se- 
cond, on peut se proposer de déterminer le mouvement du 
mobile dans le second système. Cette opération s'appelle la 
composition de deux mouvements simultanés, et le mouve- 
ment qui provient ainsi de la composition de deux autres 
s'appelle mouvement résultant. 

La question peut être plus complexe. Imaginons un mo- 
bile M qui se meut dans un premier système A, en mên^e 
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temps que le système A se déplace dans un second système B, 
et ce système B lui-même dans un troisième système C. Pour 
obtenir le mouvement du mobile M dans le système C, il fau- 
dra composer trois mouvements simultanés, qui sont : 1* le 
mouvement du mobile M dans le système A ; 2* le mouve- 
ment du système A dans le système B ; 3*» le mouvement du 
système B dans le système G. En continuant ainsi, on voit 
qu'on peut avoir à composer un nombre quelconque de 
mouvements. 

Tous les mouvements que nous pouvons observer sont de 
cette nature. Considérons, en eflfet, une bille qui se déplace 
sur le pont d'un bateau, en même temps que le bateau se 
meut lui-même le long d'une rivière. On obtiendra le mou- 
vement de la bille par rapport à la rive en composant le mou- 
vement de cette bille sur le pont avec le mouvement du ba- 
teau par rapport à 1a rive. La rive fait partie de la terre; 
elle participe donc au mouvement de rotation de la terre 
sur elle-même et à son mouvement autour du soleil. Enfin 
le soleil lui-même parait se mouvoir dans l'espace. 

On dit qu'un système a un mouvement de translation^ lors- 
que tous les points de ce système éprouvent pendant le même 
temps des déplacements égaux et parallèles. Considérons 
dans le système trois points non en ligne droite, et soient A, 
B et C (fig. 75) les positions de ces trois points au temps t. 

Au temps tf^ ces points seront 
venus en A', B', C. Les droites 
AA' et BB', qui représentent les 
déplacements des deux points A 
et B pendant le temps t!—t, étant 
égales et parallèles, la figure 
ABB'A' est un parallélogramme, 
Fig.75. et la droite A'B' est égale et 

parallèle à BA. De même les droites A'C et B'C sont respec- 
tivement égales et parallèles à AC et BG. Le triangle ABC 
s'est donc transporté parallèlement à lui-même en A'B'C 
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Il en serait de même de toute autre figure tracée dans le 
système. Ce mouvement de translation sera d'ailleurs recti- 
ligne ou curviligne, suivant que la trajectoire de chaque 
point sera droite ou courbe. 

Quand un système esX animé d'un mouvement de transla- 
tion, il est facile de voir que les vitesses de tous les points 
sont à chaque instant égales et parallèles. En eflfet, pendant 
le temps t'—t, les vitesses moyennes des points A, B, C sont 
respectivement égales et parallèles, puisqu'elles sont repré- 

.A 1 ♦• ♦ X AA' BB' ce , 

sentées par les quotients égaux 7—-, p— , p— , et que les 

droites AA', BB', CC sont parallèles. Cette relation ne cesse 
pas d'avoir lieu quand le temps t' se rapproche indéfiniment 
du temps t, et alors les vitesses moyennes deviennent les 
vitesses des différents points au temps t. 

Lorsque les différents points d'un système n'éprouvent 
pas pendant le même temps des déplacements égaux et pa- 
rallèles, le mouvement du système n'est pas un mouvement 
de translation. Par exemple, dans le mouvement de rota- 
tion, il n'y a que les points situés sur une parallèle à l'axe 
qui éprouvent constamment des déplacements égaux et pa- 
rallèles. 

Nous ne considérerons la composition des mouvements 
que dans le cas où les systèmes seront animés de mouve- 
ments de translation rectilignes. 



Composition de deux mouvements rectilignes et uniformes suivant 
la même droite. 



Cherchons d'abord à composer deux mouvements recti- 
lignes et uniformes s'effectuant suivant la même ligne droite, 
et dans le même sens. Imaginons, par exemple, qu'un mo- 
bile M (fig. 76) se meuve d'un mouvement uniforme sur une 
droite PQ, pendant que la droite se déplace aussi d'un mouve- 
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ment uniforme parallèlement à elle-même et dans le même 
sens. Soit M la position du mobile à une certaine époque, M' le 

point de la droite où est 

"p M u' îr Q venu le mobile au bout 

'»«• 76. du temps t. Pendant ce 

temps t la droite s'est déplacée aussi, emportant le mobile 
avec elle, et le point M' de cette droite est venu en M"; le 
mobile se trouve donc en M" au bout du temps t, et il a par- 
couru l'espace MM". On a d'ailleurs 

MM" = MM'+M'M". 

Appelons v la vitesse du mobile sur la droite, et v' la 
vitesse de translation de la droite; on aura 

M'M" = v't. 
Par suite, MM*' = vt + v't =(v + v% 

Le mouvement résultant est donc aussi uniforme, puisque 
Tespace parcouru est proportionnel au temps. En appelant 
y la vitesse du mouvement résultant, on a 

La vitesse du mouvement résultant est donc égale à la 
somme des vitesses des deux mouvements proposés. 

Supposons maintenant que le mouvement de translation 
de la droite soit de sens contraire au mouvement du mobile 
sur cette^droite. Le mobile se déplace sur la droite dans le 
sens PQ (fig. 77) avec une vitesse v, et, en même temps, la 

droite marche en sens 
. .^ï ip -contraire, dans la direc- 
tion QP,avec une vitesses'. 
'^' ' Il y a deux cas à distin- 
guer, suivant que la vitesse du mobile sur la droite est plus 
grande ou plus petite que la vitesse de translation de la droite. 
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Supposons d'abord v > v'. Pendant le temps t^ le mobile a 
parconru sur la droite un espace MH' égal à vf, et le point 
M' de la droite a parcouru, en sens contraire, un espace 
M'M" égal à vit. Le mobile se trouve en H^, le déplacement 
résultant est HH', et on a 

MM" = MM'— M'M"' = vr— v'< = (« — »')«. 

Le mouvement résultant est encore uniforme. La vitesse 
y de ce mouvement est donnée par la formule 

V=v— v'. 

Si v<t)', le déplacement M'M" (fig. 78) de la droite est plus 

grand que le déplaceilient 
MM' du mobile sur cetta 



P M' M M' Q 

droite. Au bout du temps l 
^^' ^** le mobile se trouve donc 

à gauche du point M, et M^ en on a 

MM«'=M'M"— MM' = v'^— vr = (v'— v)l. 

Le mouvement résultant est encore uniforme, mais de 
même sens que celui de la droite, et la vitesse Y de ce mou- 
vement est 

V=v' — V. 

Dans les deux cas, la vitesse du mouvement résultant est 
égale à la différence des vitesses des deux mouvements pro- 
posés, et de même sens que la plus grande. 

On peut comprendre tous ces résultats dans une môme 
formule, en convenant de regarder comme positives les vi- 
tesses des mouvements qui ont lieu dans un certain sens, 
dans le sens PQ par exemple, et comme négatives les vitesses 
des mouvements qui ont lieu en sens contraire. Dans tous 
les cas, la vitesse Y du mouvement résultant sera donnée par 
la formule 
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en ayant soin d'aflfecter les vitesses v et v' de sîmes conve- 
nables. Le mouvement résultant aura lieu dans le sens PQ 
ou dans le sens contraire, suivant que la vitesse V sera posi- 
tive ou négative. 

Donc, le mouvement résultant de deux mouvements rectUignes 
et uniformes suivant la même droite est un mouvement rectiligne 
uniforme, et sa vitesse est égale à la somme algébrique des vi- 
tesses des mouvements proposés. 

Il y a un cas particulier remarquable, c'est celui où les vi- 
tesses V et v' sont égales et de signes contraires; alors la vi- 
tesse du mouvement résultant est nulle. Pendant le temps f , 
le mobile parcourt sur la droite une certaine longueur MM' 
dans un sens, et, en môme temps, la droite parcourt en sens 
contraire une longueur égale M'M; le mobile reste constam- 
ment au point M. 

Nous pouvons remarquer aussi que le mouvement résul- 
tant ne changerait pas, si v' représentait la vitesse du mobile 
sur la droite et v la vitesse de translation de la droite. C'est 
là une observation générale. Le mouvement résultant reste 
le même quand on remplace, Tun par l'autre, le mouvement 
d'un mobile dans un système et le mouvement de transla- 
tion du système. 

Appliquons à un exemple cette composition de deux mou- 
vements. Imaginons un bateau qui descend un fleuve; appe- 
lons V la vitesse du bateau par rapport à l'eau du fleuve sup- 
posée immobile, et v' la vitesse du courant. Le bateau glisse 
sur l'eau avec une vitesse v, et en même temps le courant 
l'emporte avec une vitesse t?'. Si le bateau marche sur Teau 
dans le sens du courant, la vitesse du qiouvement résultant, 
c'est-à-dire la vitesse du bateau par rapport à la rive, sera 
égale hv-\-v'. Au contraire, si le bateau glisse sur l'eau en 
sens contraire du courant, les vitesses v et v' sont de sens 
contraires, et la vitesse du mouvement résultant sera égale 
à V — v'. Si V est plus grand que v\ le bateau remonte le 
courant; si v est plus petit que v\ le bateau se déplace par 
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rapport à la rive, dans le sens du courant, avec une vi- 
tesse égale à v' — v. EnGn, si v = v\ la vitesse résultante est 
nulle, et le bateau reste en place par rapport à la rive. 

On peut étendre la même règle à la composition d'un 
nombre quelconque de mouvements uniformes suivant la 
même ligne droite. On déterminera d'abord le mouvement ré- 
sultant des deux premiers; on composera ensuite ce mouve- 
ment résultant avec le troisième, et ainsi de suite. On verrait 
ainsi que la vitesse du mouvement résultant final est égale à 
la somme algébrique des vitesses des mouvements proposés. 

Composition de deux mouvements rectilignes uniformément varies 
suivant la même droite. 

Ce cas de composition de deux mouvements est très- 
important, nous aurons à nous en servir plus tard en dyna- 
mique. Imaginons un mobile parcourant la droite PQ (fig. 79) 

d'un mouvement unifor- 
■p M î ïr ô" mément varié, et la droite 

Fig. 79. elle-même glissant dans 

le même sens d'un mouvement unifcnrmément varié. Soit M 
laposition du mobile sur la droite à une certaine époque, 
v« sa vitesse et y son accélération; soit aussi v\ la vitesse 
de translation de la droite à la même époque, et y' son ac- 
célération. Au bout du temps f, le mobile a parcouru 

sur la droite une longueur MM' égale à Vq « + -ô^; en même 

temps, le point M' de la droite est venu en M" et a parcouru un 

espace M'M" égal a v^t^^—. Le mobile se trouve en M", le 

déplaœment résultant est MM", et on a 

MM" = MM' + M'M" = », / 4- ^' + «'. ' +^', 



2 



MM" = («. + «'.)« + ^-ï±|^*- 



82 ÉLÉMENTS 

Le mouvement résultant est donc aussi uniformément 
accéléré; la vitesse iniliale Yo de ce mouvement est égale à 
la somme t^o+^'o des vitesses initiales des mouvements pro- 
posés; la vitesse V au temps t est 

Y=,v. + v\ + {y + ^')t = {v, + yt) + {v\ + Yt). 

On voit qu'elle est encore égale à la somme des vitesses des 
mouvements proposés. 
L'accélération F du mouvement résultant est 

r=T+Y'; 

elle est aussi égale à la somme des accélérations des mou- 
vements proposés. 

On verrait, de môme, que les formules qui précèdent con- 
viennent à tous les cas qui peuvent se présenter. Il suffit de 
considérer comme positives les vitesses et les accélérations 
qui sont comptées dans un sens, dans le sens PQ par exemple, 
et, comme négatives, les vitesses et les accélérations qui sont 
comptées en sens contraire. 

Composition de deux mouvements rectilignes et uniformes 
dans deux directions différentes. 

Cherchons maintenant à composer deux mouvements recti- 
lignes et uniformes de directions quelconques. Pour nous 
représenter ces deux mouvements simultanés, imaginons 

o k a; p qu'un mobile se meut d'un mouve- 

Y\~ \ V ment uniforme sur une droite OP 
\ ^\\ \ (Og. 80), pendant que la droite se 

«Y ~^^\\ ^^^^ ^'"^ mouvement de translation 

bV ■'^i^jrparallèlement à une autre droite OQ. 

\ Soit la position du mobile à une 

^ certaine époque, v la vitesse du mobile 

Fig. 80. surladroiteOP,etv' la vitesse de trans- 

lation decette droite. Au bout du temps t, le mobile a parcouru 
sur la droite OP une longueur OÂ égale à vt; en même temps, 
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le point de cette droite a parcouru une longueur OB égale 
à vH, et le point A de la même droite a parcouru aussi une 
longueur AM égale et parallèle à OB; le mobile se trouve 
donc en M. On aurait de môme la position M' du mobile au 
bout du temps «' en prenant une longueur OA' égale à vt\ 
et en menant parallèlement à OQ une droite A'M' égale à vY. 

On peut déterminer ainsi a chaque instant la position du 
mobile, on connaît donc son mouvement. 

Je dis d'abord que la trajectoire est rectîligne. En effet, 
on a, pour le temps r, 

et, pour le temps i, 

Oh! = vt;, A'M' = vr. 

On déduit de ces équations 

Ok__(A' _v 
AM~A'M'""î;'' 

Joignons le point aux deux points M et M', nous forme- 
rons ainsi les deux triangles OAM et OA'M'. Ces deux triangles 
ont l'angle A égal à l'angle A' comme correspondants, et ces 
deux angles sont compris entre côtés proportionnels; les 
deux triangles sont donc semblables, l'angle AOM eât égal à 
l'angle A'OM', et ,par suite, les .trois points 0, M, M' sont en 
ligne droite. Les différentes positions du mobile étant con- 
stamment situées sur une même ligne droite, on en conclut 
déjà que le mouvement résultant est rectiligne. 

Les mêmes triangles donnent la proportion : • 

OM _ OA _ g 
OM'~OA'""r' 

Les espaces OM et OM', parcourus pendant les temps ( et t\ 
étant proportionnels aux temps, on voit que le mouvement 
résultant est imiforme. 
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Il est facile de déterminer la vitesse du mouvement résul- 
tant. Supposons que le temps t soit égal à l'unité, la lon- 
gueur OA, étant l'espace parcouru par le mobile sur la 
droite OP pendant l'unité de temps, représentera la vitesse v 
du mobile sur cette droite; de même, AM est la vitesse v' de 
translation de la droite. Le mobile est au point M au bout de 
l'unité de temps, OM représente donc la vitesse V du mouve. 
ment résultant ; on voit que OM est la diagonale du parallé- 
logramme construit sur les deux droites OA et AM. 

Donc, le mouvement résultant de deux mouvements rectUignes 
et uniformes est aussi rectiligne et uniforme^ et la vitesse du mou- 
vement résultant est représentée en grandeur et en direction par 
la diagonale du parallélogramme construit sur les vitesses des 
deux mouvements proposés. 

Cette vitesse V s'appelle la vitesse résultante des deux vi- 
tesses V et v' qu'on appelle les composantes. 

On voit que h règle à suivre pour composer deux vitesses 
est la même que pour composer deux forces. On peut aussi 
composer un nombre quelconque de mouvements rectilignes 
et uniformes. Pour cela, on composera d'abord les deux pre- 
miers mouvements, puis le mouvement résultant des deux 
premiers avec le troisième, et ainsi de suite. Il est clair que 
le mouvement résultant final sera rectiligne et uniforme, 
puisque chacun des mouvements résultants partiels est rec- 
tiligne et uniforme. On obtient la vitesse résultante V par la 
même méthode que si on cherchait la résultante d'un nombre 
quelconque de forces. 

Soit (fig. 81) ia position du mobile à une certaine 
époque, v, v', v'\ v"" les vitesses de quatre mouvements à 
composer. Par l'extrémité A de la droite OA qui représente 
la première vitesse v, menons une droite AB' égale et paral- 
lèle à la seconde vitesse v'; la droite OB' sera 1^ diagonale du 
parallélogramme construit sur les vitesses v et v', elle repré- 
sentera donc la résultante Vi de ces deux vitesses. Menons 
ensuite la droite B'C égale et parallèle à la troisième vi- 
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tesse v", oc représentera la résultante Vt des deux vites- 
ses Vi et v", et, par suite, la résultante des trois vitesses 

V, v', v". Menons enfln la droite 
CD' égale et parallèle à v", OD' re- 
présentera la vitesse résultante V 
des quatre vitesses proposées. 

Donc, pour composer un nombre 
quelconque de mouvements rectilignes 
et uniformes, on construit un poly- 
gone qui a pour côtés les vitesses de 
tous les mouvements proposés; la 
~^ ligne qui fermée le polygone représente 
Fig- 8i- en grandeur et en direction la vi- 

tesse du mouvement résultant. 

La vitesse résultante est nulle, et, par suite, le njobile est 
au repos, quand le polygone ainsi construit est fermé. 

Lorsque Ton a à composer trois mouvements, la vitesse 
résultante V (fig. 82) est la diagonale du parallélipipède 

construit sur les vitesses compo- 
santes V, v', v'\ 

Nous pouvons établir entre les 
vitesses composantes et leur résul- 
tante les mêmes relations que nous 
avons établies entre les forces. 

Le triangle OAC (fig. 83), dans 
lequel les côtés OA et AG repré- 
sentent les vitesses composantes v 
et v\ donne 

— 2.0A.AC.C0S0AC. 

En appelant (v, v') l'angle AOB 
formé par les directions des deux vitesses composantes v 
et v'j on a 

cos OAC = — cos AOB = — cos (v, v'), 




Fig. 83. 
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ce qui donne 

V» = v« + «'* + 2 vv* cos (y, v'). 

Si les deux vitesses composantes sont rectangulaires, le 
cosinus est nul, et il vient 

Dans ce cas, le carré de la vitesse résultante est égale à la 
somme des carrés des vitesses composantes. 

On peut remarquer aussi que si les vitesses sont parallèles 
et de même sens, il vient 

et, par suite. 

Si les vitesses composantes sont parallèles et de sens con- 
traires, on a 

V* = v»+t;'* — 2tw', 
et, par suite, 

Ces résultats sont d'accord avec ce que nous avons dit plus 
haut sur la composition de deux mouvements uniformes 
suivant la même droite. 

Quand on a à composer trois vitesses perpendiculaires 
deux à deux, le parallélipipède construit sur ces trois vitesses 
est rectangle; alors le carré de la diagonale est égal à la 
somme des carrés des trois arêtes issues d'un même sommet, 
et on a 

V=:v^ + v'^ + v"^; 

le carré de la vitesse résultante est égal à la somme des 
carrés des vitesses composantes. 
Appliquons encore cela à un exemple. Un bateau marche 



A 


^r^y^ 





^B 




Fig. 84. 
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sur un fleuve, d'un mouvement rectiligne et uniforme, avec 
une vitesse OA (fig. 84), et, en même temps, le courant l'en- 
traîne avec une vitesse OB ; le 
mouvement du bateau par rap- 
port à la rive a lieu suivant la 
diagonale OC du parallélogramme 
construit sur les deux vitesses OA 
et OB, avec une vitesse repré- 
sentée par OC. Le bateau parti du point d'une rive attein- 
dra l'autre rive au point D. 

Décomposition d'une vitesse en plusieurs autres. 

Quand un mobile est animé d'un certain mouvement, on 
peut considérer ce mouvement comme résultant de deux ou 
plusieurs mouvements simultanés. Si le mouvement proposé 
est rectiligne et uniforme, on peut le décomposer en deux 
ou plusieurs mouvements rectilignes et uniformes, et dé- 
composer la vitesse de ce mouvement en deux ou plusieurs 
vitesses composantes. 

Les lois seront encore les mêmes que pour la décomposi- 
tion d'une force en plusieurs autres. 

Si on veut décomposer une vitesse en deux autres situées 
dans un même plan avec la vitesse proposée , la question 
donnera encore lieu à plusieurs problèmes différents. En 
effet, on peut se donner, comme pour les forces : 

1^ Les directions des deux vitesses composantes ; 

2" La grandeur et la direction de l'une des composantes ; 

3» Les grandeurs des deux vitesses composantes; 

4« La grandeur d'une composante et la direction de l'autre. 

Dans les deux premiers cas, le problème est toujours pos- 
sible et n'admet qu'une solution. Dans le second cas, quand 
le problème est possible, il admet deux solutions symétri- 
ques. Enfin, dans le troisième cas, le problème admet deux 
solutions^ ou une seule, ou bien est impossible. 
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Considérons, par exemple, un bateau qui marche sur un 
fleuve, du point (fig. 85) d'une rive au point D de l'autre 

rive, d'un mouvement rectili- 
gne et uniforme, avec une vi- 
tesse OC; la direction du mou- 
vement du bateau sur l'eau est 
"ô ^B OX, on demande la vitesse du 

F'g- 85- bateau par rapport à l'eau, et 

la vitesse du courant. Les directions des vitesses compo- 
santes sont données. Il suffit de mener CA parallèle à la rive, 
et CB parallèle à OX; OA sera la vitesse du bateau par rap- 
port à l'eau, et OB la vitesse du courant. 

Quelle vitesse faut-il donner au bateau pour qu'il aille du 
point au point D, avec une vitesse donnée OC, la vitesse 
du courant étant OB? On connaît la grandeur et la direction 
d'une des composantes. Il suffit de joindre GB; la droite OA, 
égale et parallèle à BC, sera la vitesse cherchée. 

Le problème peut se présenter sous une autre forme. Par 
exemple, cherchons quelle direction il faut donner à un ba- 
teau marchant avec une vitesse donnée, pour qu'il traverse 
le fleuve suivant la ligne OD (fig. 86), la vitesse du courant 

p étant OB. Supposons le pro- 

A _c^ blême résolu et soit OA la di- 

\ /X \ rection du bateau, il faut que la 

^''^c^;— -Y">f ^ """^v^ résultante OC de la vitesse du 

^^^^^^' ^^^^^^^^^ courant et de la vitesse du ba- 

Fig. 86. teau soit dirigée suivant OD. 

Pour déterminer le point C, décrivons du point B comme 
centre, avec un rayon égal à la vitesse du bateau, un arc de 
cercle qui coupera la ligne OD en C, joignons BC et menons 
OA parallèle à BC, nous aurons ainsi déterminé la direction 
du bateau. Il y a en général deux solutions, car l'arc de cercle 
décrit du point B comme centre, coupe la droite OD en deux 
points G etC, ce qui détermine pour le bateau deux directions 
OA et OA'. Dans le premier cas, la vitesse résultante est OC; 
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dans le second cas, elle est seulement OC, le bateau arri- 
vera encore au point D, mais au bout d'un temps plus long. 
Si le point G' tombe sur le prolongement de DO, la seconde 
solution ne répond évidemment pas à la question. Enfin, 
le problème est impossible, si la vitesse du bateau est plus 
petite que la perpendiculaire BP abaissée du point B sur la 
droite OD. 



Mouvements apparents. 

Quand un mobile a un certain mouvement dans un sys- 
tème, ce mouvement est celui qu'apercevrait un observateur 
faisant partie du système, on l'appelle mouvement apparent 
du mobile dans le système. On peut se proposer de déter- 
miner le mouvement apparent d'un mobile dans un système 
A, quand on connaît le mouvement du mobile dans un sys- 
tème B, et le mouvement simultané du système A dans le 
système B. Pour cela il suffit de remarquer que le mouve- 
ment du mobile dans le système B est le mouvement ré- 
sultant du mouvement apparent du mobile dans le sys- 
tème A, et du mouvement du système A dans le système B. 

Supposons que le mouvement du mobile dans le système* 

B est rectiligne et uniforme, avec une vitesse égale à OC 

(fig. 87), et que le système A a un mouvement de transla- 

K _ _ c tion rectiligne et uniforme avec une vi- 

/f' "// tasse égale à OB. La vitesse OC est la 

/ / y/ I résultante de la vitesse OA du mobile dans 

y [/ 1 le système A et de la vitesse OB du sys- 
»• <> ^ tème A dans le système B ; il suffit donc, 

^ig« «T. pour déterminer OA, de décomposer la 

vitesse OC en deux, dont l'une OB est connue en 'gran- 
deur et en direction. Nous avons déjà résolu cette question 
plus haut. 

On présente souvent la solution de ce problème sous une 
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autre forme. La vitesse OA peut être considérée comme la 
résultante de la vitesse OC, et d'une vitesse OB' égale et con- 
traire à la vitesse OB. 

Donc, pour déterminer la vitesse apparente d'xm mobile dans 
v/n système A, quand on connaît le mouvement de ce mobile dans 
un système B, et le mouvement de translation, du système A dans 
le Systems B, il faut composer la vitesse de ce mobile darvs le sys- 
tème B, avec une vitesse égale et contraire à la vitesse de transla- 
tion du système A dans le système B. 

Nous avons déjà donné un exemple de cette décomposi- 
tion de mouvement en cherchant la vitesse d'un bateau par 
rapport à l'eau d'un fleuve quand on connaît la vitesse du 
bateau par rapport à la rive, et la vitesse du courant. 

Imaginons encore deux bateaux situés sur un lac, l'un en 
0, l'autre ien 0' (fig. 88), et marchant tous deux d'un mou- 
vement rectiligne et uniforme, le 
premier avec une vitesse OA, le se- 
cond avec une vitesse O'A'. Propo- 
sons-nous de déterminer le mouve- 
ment relatif du premier bateau par 
rapport au second, c'est-à-dire le 
mouvement qu'aurait le premier 
bateau aux yeux d'un observateur 
placé sur le second. 
Il suffit de composer la vitesse 
ïig. 88. OA du premier bateau avec une vi- 

tesse égale et de sens contraire à, la vitesse O'A' du se- 
cond; pour cela nous mènerpns la droite AB égale et 
parallèle à O'A', OB sera la vitesse apparente du premier 
bateau par»rapportau second. De même, en menant la droite 
A'B' égale et parallèle à OA, on obtiendra la vitesse appa- 
rente O'B' du second bateau par rapport au premier. Ces 
deux vitesses apparentes OB et O'B' sont égales, parallèles 
et de sens contraires. 
Si les deux bateaux marchent sur deux droites parallèles 
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et dans le même sens, la vitesse apparente est égale à la dif- 
férence des vitesses de chacun d'eux; si les vitesses des deux 
bateaux sont égales, la vitesse apparente est nulle, les deux 
bateaux restent à la même distance Tun de Fautre. Si les 
vitesses, étant parallèles, sont de sens contraires, la vitesse 
apparente est égale à leur somme; on sait, en effet, que 
quand deux trains se rencontrent sur deux voies parallèles, 
chacun d'eux parait avoir une vitesse considérable aux yeux 
des observateurs placés dans Tautre. 

Ces considérations permettent de résoudre facilement un 
grand nombre de questions. Par exemple, un bateau placé 
en (fig. 89), marche dansune direction OD avec une vitesse v, 

représentée par OA; un second 
bateau placé en 0' a une vitesse v'; 
on demande quelle direction il 
faut donner à ce second bateau, 
pour qu'en marchant d'un mou- 
vement rectiligne et uniforme il 
rencontre le premier. 
Pour que la rencontre ait lieu, 
Kg. 8». il faut que la vitesse relative du 

second bateau par rapport au premier soit dirigée vers 
le premier, c'est-à-dire suivant la droite O'O. Menons la 
droite O'B égale et parallèle à OA, décrivons du point B 
comme centre, avec un rayon égal à v', un arc de cercle qui 
coupera la ligne O'O en un point G; le second bateau devra 
marcher suivant une droite O'A' parallèle à BC, et la ren- 
contre aura lieu au point D. 

On peut de même se donner la vitesse OA du premier ba- 
teau, et le point de rencontre D ; on pourra déterminer alors 
la ^ndeur et la direction de la vitesse que doit avoir le se- 
cond bateau pour que la rencontre ait lieu en ce point. 
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DYNAMIQUE. 



Nous avons considéré jusqu'ici les forces dans le cas 
où elles se font équilibre; nous avons ensuite étudié le 
mouvement en lui-même indépendamment des causes qui 
le produisent, c'est-à-dire des forces. Il nous reste mainte- 
nant à étudier les relations qui existent entre les forces et 
les mouvements qu'elles impriment aux corps sur lesquels 
elles agissent. C'est cette partie de la mécanique que nous 
avons appelée la dynamique, 

La dynamique repose sur deux lois fondamentales qu'on a 
déduites de l'observation : la loi de l'inertie et la loi des mou- 
vements relatifs. 

Loi de rinertie. 

La loi de l'inertie comprend deux parties : 

1* (}uand un point matériel est en repos dans F espace , si au- 
âme cause extérieure n'agit sur lui, il reste en repos. 

2« Quand un point matériel est en mouvement dans F espace , si 
aucune cause extérieure n'agit sur lui y son mouvement est recti- 
ligne et uniforme. 

On admet sans difficulté la première partie de la loi; nous 
observons constamment que les corps au repos restent au 
repos quand on leÈ abandonne à eux-mêmes, et que, s'ils se 
mettent en mouvement, c'est qu'ils ont été sollicités par une 
force quelconque. L'expérience de tous les jours, au con- 
traire, semble contredire la seconde partie de la loi. Une 
boule lancée sur un sol uni marche en ligne droite» mais sa 
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vitesse diminue progressivement et la boule ne tarde pas à 
s'arrêter. Cette diminution progressive de vitesse est due aux 
inégalités du sol et à la résistance de l'air. Lançons la boule 
sur un plan de glace ou de marbre parfaitement poli, elle 
marchera pendant plus longtemps, et sa vitesse diminuera 
d'autant moins vite que la surface sera plus polie. On con- 
çoit donc que si on pouvait supprimer d'une manière abso- 
lue le frottement de la bille contre le plan, et aussi la résis- 
tance de l'air, cette bille marcherait indéfiniment en ligne 
droite, avec une vitesse constante, c'est-à-dire que son mou- 
vement serait rectiligne et uniforme. Nous admettrons donc 
aussi la seconde partie de la loi. 

Nous pouvons déduire de là quelques conséquences.Quand 
un point matériel est en repos, il reste en repos jusqu'à ce 
qu'une force agisse sur lui pour le mettre en mouvement. 
Si un point matériel est animé d'un mouvement rectiligne 
et uniforme, c'est qu'il n'est soumis à aucune force ; mais si 
le mouvement n'est pas rectiligne et uniforme, c'est qu'une 
force agissant sur le mobile change à chaque instant la gran- 
deur et la direction de sa vitesse. Quand le mouvement est 
rectiligne et non uniforme, la force agit toujours suivant la 
droite que décrit le mobile, dans le sens de • la vitesse du 
mobile, ou en sens contraire, suivant que la vitesse va en 
augmentant ou en diminuant. Quand le mouvement est cur- 
viligne, c'est que la direction de la force est à chaque in- 
stant oblique à la direction de la vitesse du mobile ; elle fait 
dévier le mobile du côté vers lequel elle agit. Dans les deux 
. cas, aussitôt que la force cesse d'agir, le mouvement devient 
rectiligne et uniforme. 



Loi des mouvements relatifs. 

La seconde loi dont nous devons nous servir peut être 
énoncée ainsi : 
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Quand im système de points matériels se meut dans V espace 
d'un mouvement de translation ^ si une force agit sur Vun des 
points en particulier^ le mouvement relatif que la force imprime 
à ce point dans le système, est indépendant du mouvem^erU géné- 
ral du système; ce mouvement relatif est le même que si le 
système était au repos. 

On peut vérifier cette loi par Texpérience , dans le cas où 
le mouvement de translation du système est rectiligne et 
uniforme. Par exemple, quand nous sommes placés dans un 
train qui marche avec une vitesse constante et que nous 
exerçons des efforts sur les objets qui font partie du train, 
nous remarquons que nous leur imprimons les mêmes dé- 
placements que si le train était en repos, c'est-à-dire que si 
le mouvement de translation du système n'existait pas. Nous 
admettrons aussi ce principe dans le cas où le mouvement de 
translation du système n'est pas rectiligne et uniforme , bien 
qu'il soit très-difficile de le vérifier directement. Du reste, 
toutes les conséquences que l'on peut déduire de ces deux 
principes qui servent de base à la dynamique, sont constam- 
ment vérifiées par l'expérience, il faut donc admettre que les 
deux principes sont vrais. 



Mouvement d'un point matériel soumis à une ïorce constante en grandeur 
et en direction. 



Supposons d'abord que le point matériel parte du repos. 

Soit (fig. 90) sa position initiale, OX la direction de la force , 

4 j il est évident que ce point sera 

*^~i " toujours situé sur la droite 

^ • OX, et par conséquent le mou- 

^. ^. vement sera rectiligne. Au 

' ^90. ^^^^ ^'^^ certain intervalle de 

temps 6, le mobile est arrivé en k, il a parcouru la lon- 
gueur OA et a acquis une vitesse égale à a. Si, à partir de 
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'ce moment, la force F quMe sollicite cessait d'agir, le mo- 
bile M continuerait à se mouvoir en ligne droite avec une vi- 
tesse constante égale à a. 

Imaginons maintenant plusieurs points matériels H', M*"... 
égaux au premier, situés d'abord en 0', 0"... et soumis à des 
forces F', F*'.. . égales et parallèles à la force F. Tous ces points, 
au bout du temps e, auront parcouru des droites O'A', 0"A*'... 
égales et parallèles à OA, et auront acquis des vitesses égales 
etparallèlesà la vitesse o. Si toutes les forces F, F', F*i.. ces- 
sent d'agir au bout du temps 0, tous ces points formeront un 
système animé d'un mouvement de translation rectiligne et 
uniforme. Supprimons seulement les forces F', F'..., et lais- 
sons la force F agir encore pendant un nouvel intervalle de 
temps égal à 0. Le mobile M fait alors partie d'un système 
animé d'un mouvement de translation, et le mouvement 
relatif que la force F lui imprime dans le système est le 
même que si le système était au repos ; au bout du temps 
0, ce mobile aura donc parcouru dans le système un 
espace égal à OA, et acquis une vitesse relative o. Sa vi- 
tesse absolue sera égale à la vitesse relative a, plus la vi- 
tesse a de translation du système, laquelle est parallèle et 
de même sens; elle sera donc 2a. Au bout d'un temps dou- 
ble, la force F a donc imprimé au mobile M une vitesse 
double. 

De môme, faisons agir les forces F', F^... sur les mobiles 
M', M'... pendant le temps 26, chacun d'eux aura acquis 
une vitesse égale à 2a; supprimons alors ces forces et lais- 
sons la force F agir pendant un nouvel intervalle de temps ô 
sur le mobile M. Ce mobile acquerra une nouvelle vitesse re- 
lative égale à a; par suite, sa vitesse absolue sera a-f 2a 
ou 3a. 

En continuant ainsi, on voit que pendant chaque intervalle 
de temps égal à ô, la vitesse du mobile augmente d'une 
quantité constante a, le mouvement est donc uniformément 
accéléré. Appelons y la vitesse acquise par le mobile au bout 
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de Tunité de temps, v la vitesse au bout du temps t, et e Tes - 
pace parcouru pendant le temps t^ on aura 

Si le mobile, au lieu de partir du repos, est animé d'une 
vitesse initiale v^ parallèle à la direction de la force et de 
même sens, on peut concevoir que ce mobile fait partie d'un 
système animé d'un mouvement de translation rectiligne et 
uniforme avec une vitesse égale à %• Sous l'influence de la 
forcé F agissant pendant le temps d, le mobile acquerra dans 
le système une vitesse relative a, et par suite sa vitesse au 
bout du temps 6 sera v^+a. Au bout du temps 2d, la vitesse 
du mobile serait de même v^-i-^a; on voit qu'elle croit 
encore de quantités égales en des temps égaux, et que le 
mouvement est uniformément accéléré. Appelons y l'accrois- 
sement de vitesse pendant l'unité de temps, v la vitesse au 
bout du temps f, et e l'espace parcouru pendant le temps t, 
on aura 

Si la vitesse initiale % du mobile est parallèle et de sens 
contraire à la direction de la force, on peut encore concevoir 
qu'il fait partie d'un système animé d'un mouvement de 
translation rectiligne et uniforme avec une vitesse égale à 
Vq. La vitesse relative a acquise par le mobile dans ce sys- 
tème au bout du temps sous l'influence de la force F étant 
de sens contraire à la vitesse du système, la vitesse absolue 
du mobile sera égale kv^ — a. On verrait ainsi que la vitesse 
diminue de quantités égales en des temps égaux, et, par 
suite, que le mouvement est uniformément retardé. Dans ce 
cas, les formules précédentes deviennent 
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Donc, quand une force constante en grandeur et en direction 
agit sur un mobile partant du repos, ou animé d'une vitesse ini- 
tiale parallèle à la direction de la force, le mobile prend un moU" 
vmient rectiligne uniformément varié. 

Ce mouvement est accéléré ou retardé suivant que la 
force agit dans le sens de la vitesse initiale, ou en sens con^ 
traire. 

Réciproquement, tout mouvement rectiligne uniformément 
varié est produit par une force constante en grandeur et en 
direction. 

En effet, quand un mobile est animé d'un mouvement rec- 
tiligne uniformément varié, on peut déjà en conclure qu'il 
, est soumis à une force, puisque le mouvement n'est pas rec- 
tiligne et uniforme. En second lieu, la variation de vitesse, 
pendant un intervalle de temps ô, peut être considérée comme 
la vitesse relative acquise par le mobile dans un système 
animé d'un mouvement de translation rectiligne et uni- 
forme. Or, les variations de vitesse du mobile que nous 
considérons sont constamment égales et de môme sens pen- 
dant des temps égaux. Donc la force qui agit sur lui est con- 
stamment capable de donner, pendant le même temps, une 
même vitesse à un même mobile partant du repos ; par suite, 
cette force est constante en grandeur et en direction. 

La chute du corps dans le vide nous en offre un exemple 
remarquable. Nous savons par expérience que les corps dif- 
férents abandonnés à eux-mêmes à la même hauteur tom- 
bent sur le sol avec des vitesses différentes ; une feuille de 
papier, par exemple, tombe beaucoup plus lentement qu'une 
balle de plomb. Dans le vide, au contraire, tous les corps 
mettent le même temps pour tomber de la même hauteur, 
et leur mouvement est uniformément accéléré. Comme la 
cause qui fait tomber un corps est son poids, on en conclut 
que le poids d'un corps est une force constante. On désigne 
ordinairement pair g l'accélération du mouvement que prend 
un corps en tombant librement dans le vide. Cette accéléra- 

7 
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tion n'est pas absolument la même en tous les points de la 
surface de la terre, mais les variations qu'elle éprouve sont 
très-faibles, et on peut les négliger dans les applications de 
la mécanique. A Paris, la valeur de g est égale à9"».8096, ou 
sensiblement 9"». 8. 



Mpuvement d'un point matériel soumis à deux forces constantes 
et parallèles. 

Soient F et F' deux forces parallèles et de même sens, 
agissant sur un même point matériel M partant du repos; 
appelons y et y' les accélérations des mouvements que ces 
deux forces imprimeraient au mobile si elles agissaient 
seules. Concevons plusieurs points matériels M', M".. . égaux 
au premier, partant aussi du repos, et soumis chacun à l'ac- 
tion d'une force égale et parallèle à la force P. Tous ces 
points formeront un système animé d'un mouvement de 
translation rectiligné et uniformément accéléré, dont l'accé- 
lération sera égale à y- Supposons maintenant que la force P' 
agisse en même temps sur le point M de ce système, le mou- 
vement relatif qu'elle lui imprimera dans le système sera le 
même que si le système était au repos, ce sera donc un mou- 
vement rectiligné uniformément accéléré dont l'accélération 
sera égale à Y* 

Le mobile peut donc être considéré comme animé d'un 
mouvement rectiligné uniformément accéléré dans un sys- 
tème qui se meut aussi d'un mouvement rectiligné unifor- 
mément accéléré suivant la même direction. Nous savons 
que le mouvement résultant est rectiligné, uniformément 
accéléré, ayant pour accélération la somme y+ï' des accé- 
lérations des mouvements composants. 

Donc, quand deux forces constantes et de même direction agis^ 
sent simultanément sur un mêms point matériel partant du 
repos y elles lui impriment un mouvement rectiligné uniforme- 
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ment accéléré, dont l'accélération est égale à la somme des accé- 
lérations des mouvements que les forces imprimeraient séparé- 
ment au mobile. 

Si les deux forces agissent en sens contraire, Taccéléra- 
tion du mouvement du mobile est égale à la différence des 
accélérations Y et/, et de même sens que la plus grande. En 
convenant de considérer comme positive Taccélération de la 
force qui agit dans un sens , et comme négative l'accéléra- 
tion de la force qui agit en sens contraire, on peut dire que 
l'accélération du mobile est égale à la somme algébrique 

y+y'. 

Si le mobile, au lieu de partir du repos, est animé d'une 
vitesse initiale parallèle à la direction des forces F et P', le 
théorème est encore vrai. 

Enfin, si le mobile est soumis à un nombre quelconque 
de forces constantes, parallèles et de même sens, on voit que 
l'accélération qu'il possédera sera égale à la somme des 
accélérations dues à toutes les forces agissant séparément. 
Lorsque ces forces parallèles ne sont pas dirigées dans le 
même sens, l'accélération du mobile est égale à la somme 
algébrique des accélérations dues à toutes les forces. 

Proportionnalité des forces aux accélérations. 

Les accélérations produites par deux forces constantes agissant 
séparément sur un même point matériel , sont proportionnelles 
aux forces. 

Soient F et P' ces deux forces, y et y' les accélérations des 
mouvements qu'elles imprimeraient séparément à un même 
point matériel partant du repos. 

Supposons d'abord que ces deux forces aient une commune 
mesure cp, contenue n fois dans la force P, et n' fois dans la 
force P', on aura 

[1] F = n<p , P'=n'5p. 



p 


n 


Y 




n 


F 


F 
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Appelons w Taccélération du mouvement que la force <p 
imprimerait au même point matériel. La force P, étant égale 
à n forces égales à cp, donnera au mobile une accélération 
égale à nw, d'après le théorème précédent. De même, la force 
F', étant égale à n'<p, donnera au mobile une accélération 
égale à n'co; on aura donc aussi 

[2] Y = na) , Y' = n'(d. 

Les équations [1] et [2] donnent 



par suite, 



Le rapport des forces P et F' est donc égal au rapport des 
accélérations qu'elles imprimeraient à un même point ma- 
tériel. 

Cette relation a lieu, quelque petite que soit la commune 
mesure 9 des deux forces proposées, par suite, elle est vraie 
pour deux forces quelconques, même quand ces forces n'ont 
pas de commune mesure. 



Définition de la masse. 

Les corps, que nous avons supposés réduits à de simples 
points matériels, n'éprouvent pas tous les mêmes effets de 
la part des forces qui leur sont appliquées. Une même force, 
agissant successivement sur deux points matériels différents, 
imprimera à chacun d'eux un mouvement uniformément 
accéléré , mais l'accélération ne sera pas la même dans les 
deux cas. C'est cette influence du point matériel que nous 
allons préciser. 

Considérons différentes forces constantes F,P'yP^,.. agis- 
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sant séparément sur un même point matériel, et appelons 
Y, y', y",... les accélérations qu'elles produiraient. On a, d'a- 
près le théorème précédent, 



On en déduit 






Quand plusieiirsforces agissent séparément sur un même 
point matériel, il y a donc un rapport constant entre chaque 
force et Taccéléralion qu'elle produit. Ce rapport constant 
varie d'un point matériel à l'autre, on l'appelle la masse du 
point matériel. On a donc, par définition, en appelant m la 
masse d'un point matériel, et y l'accélération que lui commu- 
nique la force P, 

F 
Y 

Nous avons vu que la pesanteur imprime la même accé- 
lération g à tous les corps qui tombent librement dans le 
vide. Si le point matériel que nous considérons tombe libre- 
ment sous l'influence de son poids P, il prendra un mouve- 
ment uniformément accéléré dont l'accélération sera g^ et on 
aura encore 

P 

m= -. 

g 

On voit que la masse d'un corps est proportionnelle à son 
poids; ce résultat s'accorde bien avec l'idée qu'on se fait 
généralement de la masse d'un corps. Nous pouvons, d'après 
cela, définir Tunilé de masse; c'est la masse d'un corps qui 
pèse g kilogrammes. En effet, on a, dans ce cas, 

m= ^ = 1. 
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F 
La relation m=- 

Y 

va nous permettre de faire encore quelques remarques im- 
portantes. On en tire d'abord 

P=mY, 

et _P 

^ m' 

Une force est égale au produit de la masse sur laquelle 
elle agit par Taccélëration qu'elle lui imprime, et l'accélé- 
ration est égale au quotient de la force par la masse. 

Considérons une seconde force F imprimant à une masse 
m! une accélération y'; on a de même 

par suite, 

F ""m' y'- L-' 

Deux forces sont entre elles comme les produits des masses 
sur lesquelles elles agissent par les accélérations qu'elles 
leur impriment. 

Faisons dans l'équation [1], y = y'> il vient 

F' "" m'* 

Deux forces sont entre elles comme les masses auxquelles 
elles impriment la même accélération. 

Appelons v la vitesse du mobile m au bout du temps ty en 
supposant qu'il parte du repos, et v' la vitesse acquise au 
bout du même temps parle mobile m! partant aussi du repos, 
nous aurons 

v = Y^ v' = Y'^ 
L'équation [1] peut s'écrire : 

P^ myt mv 

F"~mYÏ""mV '-^J 

Le produit mv s'appelle la qicantité de mouvement du mo- 
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bile m. Donc, deux forces sont entre elles comme les quan- 
tités de mouvement qu'elles communiquent pendant le même, 
temps à un mobile partant du repos. 
Si les vitesses v et t/ sont égales, on a encore 

F __m 

Deux forces sont entre elles comme les masses auxquelles 
elles communiquent la même vitesse au bout du même 
temps. 

Enfin, faisons P = F' dans l'équation [2], il vient 

mv = m'v\ ou —,= -, 
m V 

Une même force agissant pendant le même temps sur deux 
masses différentes, leur imprime des vitesses qui sont en 
raison inverse des masses. 

Comme application de ce dernier résultat, nous citerons 
les effets produits par l'explosion de la poudre dans les armes 
à feu. La poudre, en brûlant dans un fusil, produit des gaz 
qui chassent la balle hors du canon, mais qui en même temps 
poussent le fusil en sens contraire avec une vitesse beaucoup 
plus faible puisque la masse est plus considérable. On voit 
par là que la vitesse de recul d'une arme à feu, pour une 
quantité de poudre donnée, sera d'autant plus faible que le 
poids de larme sera plus grand. 



Problèmes sur la pesanteur. 

Nous avons dit que les corps qui tombent librement dans 
le vide, ont un mouvement uniformément accéléré. Quand 
un corps tombe dans l'air, la résistance de l'air diminue 
constamment sa vitesse; mais, pour les corps qui ont une 
densité très-grande, comme le plomb, cette altération est 
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très-faible tant que la vitesse n'est pas considérable. Dans 
tout ce qui va suivre, nous ne tiendrons pas compte de la 
résistance de l'air, et les résultats auxquels nous arriverons 
seront très-sensiblement vérifiés par Texpérience, surtout 
pour les corps qui ont une grande densité. 

Considérons d'abord un mobile partant du repos et tom- 
bant en chute lilDre, sans vitesse initiale. Appelons v la 
vitesse du mobile au bout du temps t, et h la hauteur dont 
il est tombé pendant le même temps, c'est-à-dire l'espace 
parcouru; on aura 

ri] v = 9t, h=^. 

Ces deux formules permettent de résoudre plusieurs pro- 
blèmes. Elles donnent déjà la vitesse acquise par le mobile 
au bout du temps î, et la hauteur de chute h. * 

Résolvons ces équations par rapport au temps, il vient : 



[2] 



•=:- -^/t' 



ce qui détermine le temps employé par un corps pour ac- 
quérir une vitesse v, ou pour tomber d'une hauteur h. 
Éliminons t entre les deux équations [1], il vient 

[3] ^^Tg' ^" 'o = yfïgh. 

La première formule donne la hauteur dont doit tomber 
un mobile pour acquérir une vitesse v; la seconde donne la 
vitesse d'un mobile qui est tombé d'une hauteur h. On appelle 
souvent cette vitesse, la vitesse due à la hauteur h. 

Si le corps, au lieu de partir du repos, est animé d'une vi- 
tesse initiale verticale, ce corps est encore soumis à son poids 
qui est une force constante parallèle à la vitesse initiale. Le 
mouvement est encore uniformément varié, avec la même 
accélération^; il est accéléré ou retardé, suivant que la 
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vitesse initiale est dirigée de haut en bas ou de bas en 
haut. 

Si le corps est lancé de haut en bas avec une vitesse ini- 
tiale Vo , la vitesse v du mobile au bout du temps t et l'espace 
parcouru e seront donnés par les équations : 

[5] e = v,t+^y 

lesquelles peuvent donner lieu à plusieurs problèmes. 

Enfin, quand le corps est lancé de bas en haut avec une 
vitesse initiale Vo , les formules deviennent 

[6] v = Vo--gîy 

Le mobile partant du point A (fig. 91), sa vitesse va en 
diminuant jusqu'à devenir nulle; alors le mobile, ar- 
rivé au point B par exemple, s'arrête puis retombe 
d'un mouvement uniformément accéléré, avec la même 
accélération. Ces deux formules conviennent à une 
époque quelconque, si l'on a soin de considérer la vi- 
tesse comme positive ou négative suivant qu'elle est 
dirigée de bas en haut ou de haut en bas, et l'espace 
parcouru comme positif ou négatif, suivant qu'il est 
compté, à partir du point A, de bas en haut ou de haut 
A* en bas. 

Fig. 91. Quand le mobile cesse de monter, sa vitesse est 

nulle, on a donc 

[8] o = v^ — gtf ou « = -T» 

c'est le temps que met un mobile animé d'une vitesse 
initiale de bas en haut v», pour parvenir au point le plus 
élevé. 
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On obtiendra la hauteur A à laquelle il est parvenu, en 
substituant cette valeur du temps dans la formule [7] qui 
donne l'espace parcouru. Il vient 

On peut remarquer que cette hauteur h est la hauteur dont 
le mobile aurait dû tomber pour acquérir la vitesse vn. De 
plus, la comparaison des formules [2] et [8] montre que le 
mobile met le même temps pour s'élever du point A au 
point B, que pour tomber du point B au point A. 

Considérons un point M sur la distance AB; le mobile 
passe deux fois au point M^ une fois en montant, et une fois 
en descendant; la vitesse v que possède le mobile au point H 
en montant est égale à celle qu'il possède lorsqu'il passe par 
le même point en descendant. En effet, cette vitesse v permet 
au mobile de s'élever de la hauteur MB, elle est égale, comme 
nous venons de le voir, à celle que le mobile acquiert en 
tombant de la même hauteur BM; par suite, elle est égale à 
celle que possède le mobile au point M en descendant. Le 
temps employé pour parcourir la longueur MB est le même, 
que le mobile monte ou descende; par suite, il en est de 
même pour l'espace AM. 

On peut, d'ailleurs, vérifier ces résultats sur les formules. 
En éliminant t entre les équations [6] et [7], on obtient 

e représentant la longueur AM ; on voit que cette équation 
donne pour la vitesse v deux valeurs égales et de signes con- 
traires. L'équation [6] donne aussi 

9 9^ 

Comme — est le temps que met le mobile pour arriver au 
y 
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point B, <— — représente le temps compté à partir du mo- 

ment où le mobile est en B, au point le plus haut. La vi- 
tesse V au point M ayant deux valeurs égales et de signes 
contraires, il en résulte que le premier membre a deux 
valeurs égales et de signes, contraires. Par suite, le temps 
employé par le mobile pour monter de M en B est le même 
que pour descendre de B en M. 



DES MACHINES. 



Les diverses machines employées dans l'industrie ont pour 
but en général de vaincre certaines résistances, comme d'é- 
lever des fardeaux, de comprimer ou de broyer les corps, de 
couper ou de percer les bois, les métaux, etc. Dans le pre- 
mier cas, la résistance à vaincre est la pesanteur ; dans les 
autres, c'est la cohésion moléculaire. 

Les forces dont on dispose n'ont pas en général la direction 
et l'intensité nécessaires pour qu'on puisse les appliquer 
directement aux résistances que l'on veut vaincre. On ap- 
plique alors ces forces à des corps intermédiaires dont le 
mouvement est gêné, qui ne peuvent par exemple se dé- 
placer qu'autour d'un point fixe, ou d'une droite fixe, les- 
quels agissent à leur tour sur les résistances à vaincre. C'est 
ainsi qu'à l'aide des roues hydrauliques on emploie la chute 
d'un cours d'eau à broyer le blé, et qu'à l'aide des locomo- 
tives, on utilise la tension de la vapeur d'eau pour traîner 
les v^agons ; ces corps dont le mouvement est gêné sont des 
machines. En les considérant à ce point de vue , on définit 
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ordinairement les machines des instruments destinés à trans- 
mettre' l'action des forces. 

Au lieu de considérer une machine en mouvement , on 
peut envisager d'abord le cas plus simple où elle reste en 
repos sous l'action des forces qui lui sont appliquées et des 
résistances qu'elle doit vaincre. Alors les forces appliquées 
et les résistances peuvent être remplacées par des résultantes 
qui sont incapables de produire le mouvement de la machine. 
Nous considérerons d'abord les machines ainsi en équilibre, 
et nous n'examinerons que les plus simples. 

Plan incliné. 

Le plan incliné est destiné surtout à l'élévation des fardeaux. 
Considérons un corps solide M (fig. 92) placé sur un plan 
incliné AB parfaitement poli, et dé- 
signons par a l'angle de ce plan avec 
le plan horizontal. Ce corps est sou- 
mis à son poids P appliqué au cen- 
tre de gravité G; supposons en outre 
qu'il est soumis à une autre force P, 
et cherchons à quelles conditions 

FiflT 92 

doit satisfaire la force P pour que 
le corps reste au repos. 

Pour que l'équilibre existe^ il faut, comme nous l'avons 
vu, que les deux forces P et P admettent une résultante 
unique, normale au plan, et* pressant le corps contre le plan. 
Ces deux forces se rencontrent donc en un point 0\ nous 
pouvons les appliquer toutes les deux en ce point. En second 
lieu, la force P doit être située dans le plan qui passe par la 
verticale OD et par la droite OE normale au plan ; c'est le plan 
vertical mené par le centre de gravité G du corps et la ligne 
de plus grande pente AB du plan incliné, nous l'avons pris 
pour plan de figure. 
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Soit OD le poids du corps> menons par le point D une 
droite DE parallèle à la direction OH de la force F, jusqu'à 
la rencontre de la normale OE; menons de même EH paral- 
lèle à OD, OH représentera l'intensité de la force qu'il faut 
appliquer dans cette direction pour que l'équilibre existe. 
La résultante N est la force avec laquelle le corps est pressé 
contre le plan ; elle est égale et opposée à la réaction normale 
du plan N'. 

On peut se proposer de calculer la force F et la pression N 
que supporte le plan, quand on se donne l'angle 9 que fait 
la force avec la normale au plan. 

Le triangle OHE donne 

OH_F_ sin 0EH __8in« 
HE "" P "~ sin HOB ~ sin 9' 

OEN_ sînOHE _ sin (9 — a) 
EH "■ P "" sin HOE "" sin <p ' 

On en déduit 

p^psina i^^psin(y«)^ 
sin 9 sin 9 

On voit d'abord que l'angle 9 ne peut pas être plus petit 
que a, car alors la force N serait négative, la résultante des 
deux forces P et F ne serait pas dirigée vers le plan, et l'é- 
quilibre serait impossible. 

Lorsque 9 = », la force F est verticale et égale au poids 
du corps; la pression sur le plan est nulle, ce qui était 
évident à priori. 

Quand on fait varier 9 de « à ~» la force F diminue, et, 

SI 9 = ^, on a 

sing-«) 

F = P sin a, N = P ^ ^=Pcosa. 

sm - 
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La force F est alors minimum. On voit que pour main- 
tenir un corps sur un plan incliné avec la plus petite force 
possible, il faut que la force soit parallèle au plan incliné ; 
cette force est égale à Psinoc, elle est donc; d'autant plus 
grande que l'angle « est plus grand. 

On a aussi 

BC = ABsina, 



ce qui donne la relation 



F 
P' 



BC 
'ÀB- 



Les longueurs BC et AB s'appellent la hauteur et la longueur 
du plan incliné. On voit donc que la force F est au poids du 
corps, comme la hauteur du plan incliné est à sa longueur. 

Si l'angle <p (fig. 93) est plus grand que ^, la force F est di- 



K ï>' 




rigée vers le plan. 


n\ 


■^.^ 


jt Quand l'angle ^ est égal à 5 + », 


/o 




la force F est horizontale, et on a 


.^ I> 


n\! 


F=P ^J^^ • =Ptang«. 
BC = AG.tanga; 


A 

Fig. 93. 

On a aussi 


d'où on dé( 


luit 


F BC 
P""ÂC 



En appelant la longueur AC la base du plan incliné, on 
voit que la force F est au poids du corps, comme la hauteur 
du plan incliné est à sa base 

Quand l'angle ^ est compris entre aetw— a, sinç est plus 
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grand que sîna, et la force P est plus petite que le poids du 
corps. 

Quand l'angle ? est compris entre n —a et w, la force F est 
plus grande que le poids P ; cette force tend vers TinGni à 
mesure que l'angle <p se rapproche indéfiniment de ir, c'est- 
à-dire que la force se rapproche de la normale au plan. 

Enfin, l'équilibre est impossible si <p>7r. L'équilibre ne 
peut donc avoir lieu que si la force est dirigée dans l'angle 
D'OE. 



Levier. 

On appelle levier en général un corps solide assujetti à se 
mouvoir autour d'un point fixe. Pour que plusieurs forces 
appliquées à un levier se fassent équilibre, il faut qu'elles 
admettent une résultante unique passant par le point fixe. 
Ce point fixe s'appelle généralement point d'appui, La résul- 
tante des forces qui sont appliquées au levier mesure la pres- 
sion supportée par le point d'appui, elle est égale et opposée 
à la réaction de ce point. 

Considérons seulement le cas où le levier est soumis à deux 
forces P et Q (fig. 94), appliquées aux deux points A et B. 

Pour que ces deux forces 
aient une résultante uni- 
que passant par le point 
fixe , il faut d'abord 
qu'elles soient situées dans 
un même plan, et qu'en 
outre ce plan passe par le 
point fixe ; nous le pren- 
^^6- 54- drons pour plan de figure. 

Abaissons du point des perpendiculaires OC et OD sur 
les directions des forces P etQ, et désignons ces perpendicu- 
laires par p et g; les moments des forces P et Q par rapport 
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au point sont Vp et Qg. Puisque la résultante doit passer 
par le point 0, son moment par rapport à ce point est nul; 
par suite, les composantes P et Q ont des moments égaux , et 
elles tendent à faire tourner le corps en sens contraire. On a 
donc 

Vp = Qq 

Réciproquement, si cette condition est remplie, le moment 
delà résultante est nul; par suite, cette résultante est nulle 
ou elle passe par le point 0, il y a donc équilibre. 

Ainsi, pour que deux forces se fassent équilibre sur un levier, 
il faut: 1° qvs ces deux forces soient dans un même plan avec 
le point d! appui; 2* que leurs moments par rapport au point 
S appui soient égaux et de signes contraires. 

Les perpendiculaires p et g abaissées du point d'appui sur 
la direction des forces s'appellent les bras de levier. De l'é- 
quation précédente, on tire 

Donc les deux forces sont entre elles en raison inverse de leurs 
bras de levier. 

On peut se proposer de déterminer la pression qui s'exerce 
sur le point d'appui. Pour cela, il faut construire la résul- 
tante R des deux forces P et Q et transporter son point d'ap- 
plication au point 0. On remarque alors que si on veut dé- 
composer cette résultante R en deux forces parallèles aux 
forces proposées P et Q, les composantes P' et Q' seront pré- 
cisément égales à P et à Q. 

Donc, la pression que supporte le point d'appui est la mime 
que si les forces P et Q étaient transportées en ce point paraUèle- 
msnt à elles-mêmes. 

Si les forces P et Q (flg. 95) sont parallèles et de même 
sens, on peut mener par le point d'appui une droite DE per- 
pendiculaire commune sur leurs directions, et les forces P 
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et Q seroBt entre elles en raison inverse des segments OE et 
OD de cette droite. La pression supportée par le point est 
égale à la somme P -f Q des forces proposées. Quand le le- 
vier est rectiligne, les longueurs OE et OD sont proportion- 
nelles à OA et OB, les forces P et Q sont donc en raison in- 
verse des distances OA et OB de leurs points d'application 
au point d'appui. 

Q * / 



B 



---, / 



i' 



Fig. 05. 




Si les forces P et Q (fig. 96) sont parallèles et de sens con- 
traires, la charge du point fixe est égale à la différence P— Q. 
Les deux forces P et Q sont encore en raison inverse des 
bras de levier OC et OD, ou des distances OA et OB, quand le 
levier est rectiligne. 

Dans la pratique, Tune des forces, P par exemple, est un 
effort que Ton exerce sur le levier, on l'appelle la puissance, 
l'autre force Q est la résistance à vaincre. On distingue ordi- 
nairement trois espèces de levier suivant la place qu'occupe 
le point d'appui relativement à ces deux forces. 

Dans le levier de première espèce (fig. 95), le point d'ap- 
pui est situé entre la puissance et la résistance. La puissance 
P est d'autant plus faible que son bras de levier est plus 
grand. 

Dans le levier de seconde espèce (fig. 97), la résistance Q 
est plus près du point fixe que la puissance. Alors la puis- 
sance est toujours plus petite que la résistance. 

Dans le levier de troisième espèce (fig. 96), la puissance 
est plus près du point d'appui, et elle est toujours plus 
grande que la résistance. 



y 
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Jusqu'ici nous avons fait abstraction du poids du levier. 
Si on veut y avoir égard , il faudra considérer ce poids 
f^ comme une force verticale appli- 
quée au centre de gravité du le- 
vier, et en tenir compte; nous en 
verrons bientôt des exemples. Si 
on veut employer un levier dont 
♦"Q le poids n'entre pour rien dans 

Fig«»7. l'équilibre des forces, il faudra 

le placer de telle sorte que la verticale menée par le centre 
de gravité passe par le point d'appui. Si le centre de gra- 
vité coïncide avec le point d'appui, on n'aura jamais à tenir 
compte du poids du levier. 

Balance. 

La balance ordinaire (fig. 98) est un levier de première 




Fig. 98. 

espèce. Le levier AB, qu'on appelle le fléau de la balance, peut 
tourner autour de son milieu 0, et on suspend aux extré- 
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mités A et B des plateaux qui portent, l'un des poids mar- 
qués, l'autre les corps qu'on veut peser. Si le centre de 
gravité du fléau est au point (fig.99), le poids du fléau sera 

constamment détruit par la 



résistance de ce point, et 
on pourra n'en pas tenir 
compte. Appliquons aux 
^'99. points A et B des poids 

égaux P, leur résultante, étant appliquée en 0, au milieu 
de AB, sera détruite aussi par la résistance de ce point 
et l'appareil restera en équilibre dans une direction quel- 
conque. On dit alors que la balance est indifférente. Mais 
si l'un des poids est un peu supérieur à l'autre, le fléau 
s'inclinera indéfiniment jusqu'à devenir vertical, s'il ne ren- 
contre pas d'obstacle, et il sera très-difficile d'établir prati- 
quement l'égalité des deux poids. 

Pour qu'une balance soit bonne, il faut que le fléau reste 
horizontal quand les poids attachés aux deux extrémités sont 
égaux, et qu'il s'incline d'autant plus que la différence des 
deux poids est plus grande. On arrive à ce résultat en plcy^nt 
le centre de gravité du fléau au-dessous du point d'appui 0, 
sur une perpendiculaire à la ligne AB. 
Considérons un fléau AB (fig. 100), tournant autour de 

son centre 0, et dont le 
centre de gravité est situé 
en G, à une distance d du 
point 0. Soient P etP+p 
les poids des plateaux atta- 
chés aux points A et B avec 
les corps qu'ils portent. Le 
fléau s'incline d'abord du 
p+P côté du poids le plus fort, 
P'g- 100. mais en même temps son 

centre de gravité G se relève en G', et agit en sens contraire 
pour ramener le fléau à l'horizontalité. Il arrive un moment 
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OÙ l'équilibre a lieu; le fléau est alors en A'B' et fait avec sa 
direction primitive un angle a qu'il est facile de calculer. 

Les deux forces P appliquées en A' et B' ont une résul- 
tante appliquée au point 0, qui est détruite. Il reste donc la 
force p appliquée en B' et le poids n du fléau appliqué en 
G'. Les moments de ces deux forces par rapport au point 
doivent être égaux et de signes contraires, on a donc 

pXOC = uXOD, 

ou, en appelant l la demi-longueur du fléau, 



d'où on tire 



tang a=-^. 

xna 



On voit que l'inclinaison a du fléau sera d'autant plus 
grande que l'excès de poids p sera plus considérable. 

On dit qu'une balance est sensible quand elle s'incline d'un 
angle appréciable pour un excès de poids très-petit. La for- 
mule précédente montre que la sensibilité sera d'autant plus 
grande que la longueur l sera plus grande, le poids m plus 
faible, et la distance d plus petite. On ne peut pas augmenter 
la longueur du fléau sans en augmenter le poids; mais, pour 
rendre la sensibilité plus grande, on a soin d'évider le fléau, 
afin que le poids ne croisse pas dans le même rapport que la 
longueur. I^a circonstance qui influe le plus sur la sensibi- 
lité est donc la distance du centre de gravité au point 0. 

Si le centre de gravité du fléau était au-dessus du point 
d'appui, aussitôt que l'appareil aurait commencé à s'incli- 
ner,les poids u et p tendraient aie faire tourner dans le même 
sens, et le fléau basculerait complètement. Dans ce cas, on 
dit que la balance est folle. 

Quand les trois points A, 0, B sont en ligne droite, comme 
nous l'avons supposé, l'inclinaison a est indépendante du 
poids P des plateaux, on dit alors que la sensibilité de la ba- 
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lance est indépendante de la charge; il n'en est plus de même 
quand ces trois points ne sont pas en ligne droite. 
Supposons que les droites OA et OB (fig. 101) font un 




Fig. 101. 

angle égal à 26, plus petit que 180^, vers la partie inférieure, 
et que le centre de gravité du fléau est situé en G, au-dessous 
du point 0, sur la bissectrice de l'angle 26. Soient P et P +p 
les poids des plateaux attachés en A et B. Le fléau tourne 
de l'angle a, vient en A'O'B', et, pour que l'équilibre ait lieu, 
il faut ique la somme des moments de toutes les forces par 
rapport au point soit nulle. 

Posons encore OA = OB = J, OG = rf. Les deux forces P 
ont une résultante égale à 2P appliquée en E' au milieu de 
A'B'; le moment de cette force est 

2P X OC = 2P X OE' X sin « = 2P Jcos 6 sina. 

Le moment de la force n appliquée en G' est nd sin a, et le 
moment de la force p appliquée en B' est 

p X OD =pisin (6 -a) = pJsIn 6cos« — pJcos6 sin a. 

On a donc 

2P J cos 6 sin a + cr c^ sin aL=pl sin 6 cos a — pi cos 6 sin a. 

D'où l'on déduit 

. pi sin ^ 

^°^"""(2P+p)/cos6 + i!Frf'' 
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On voit que Tangle a, et par suite la sensibilité de la ba- 
lance, diminue quand la charge P augmente. 

Les conditions que doit réaliser une bonne balance sont 
donc les suivantes : 

l"" Les points de suspension A et B des plateaux doivent 
être en ligne droite avec le point d'appui. 

2* Les deux bras de levier OA et OB doivent être égaux. 

3« Le centre de gravité du fléau doit être au-dessous et 
très-près du centre de rotation. 

4'' Le fléau doit être aussi long et aussi léger que possible, 
.sans cesser d'être rigide. 

Yoici comment on réalise ces conditions dans la pratique. 
Le fléau (fig. 1 02) est formé d'un losange allongé que Ton a 




Fig. 102. 

évidé à l'intérieur en y conservant des supports transverses, 
afin de diminuer le poids sans diminuer la rigidité. Un 
prisme triangulaire en acier, appelé couteaUy est implanté en 
perpendiculairement au fléau et repose par son arête infé- 
rieure sur un plan d'acier poli ou d'agate ; cette arête du 
prisme est l'axe de rotation du fléau. Aux deux extrémités 
A et B sont deux autres prismes disposés en sens inverse, et 
les plateaux sont supportés par des étriers qui reposent par 
un plan d'acier ou d'agate sur l'arête supérieure de ces 
prismes. Les deux arêtes de suspension et l'arête de rotation 
sont dans un même plan et parallèles. Pour mieux indi- 
quer l'inclinaison de l'appareil, le fléau porte une aiguille C 
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qui se déplace sur un arc de cercle divisé, et qui s'arrête au 
zéro quand le fléau est horizontal. Cette aiguille indique en 
même temps l'angle d'inclinaison, et permet d'évaluer ap- 
proximativement l'excès de poids d'un des plateaux, quand 
cet excès est très-faible. 

Une des conditions les plus difficiles à réaliser est que les 
bras du levier OA et OB soient égaux. Dans les pesées déli- 
cates, on ne suppose jamais* cette égalité rigoureuse et on y 
supplée par la méthode des doubles pesées. Pour cela, on met 
dans un des plateaux le corps à peser, et on lui fait équi- 
libre en plaçant une tare dans l'autre plateau, c'est-à-dire 
des corps quelconques, par exemple de la grenaille de 
plomb. On enlève ensuite le corps et on le remplace par des 
poids marqués suffisants pour rétablir l'équilibre. Ces poids 
marqués représentent évidemment le poids du corps, puis- 
quMls produisent le même effet, en agissant à l'extrémité du 
même bras du levier. 

Romaine. 

La balance romaine est aussi un levier de première espèce, 
mais dont les bras de levier sont inégaux. A l'extrémité A 
(fig. 103) du bras de levier le plus court, on suspend le corps 
dont on veut évaluer le poids Q, en l'attachant par un cro- 
chet ou en le mettant dans un plateau. Sur l'autre bras de 
levier est un poidsconstant P, qu'on peut déplacer le long de 
cette règle jusqu'à ce que l'équilibre soit établi. Si le centre 
de gravité du levier et du bassin coïncide avec le point d'ap- 
pui, la condition d'équilibre entre les forces Q et P est la 
même que si le levier était sans poids, on a alors 

Q=gM,ouQ = OM.x4. 
On voit que le poids Q est proportionnel à la distance OM 
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à laquelle il faut placer le poids P pour établir l'équilibre, 
ce qui permet de graduer Tinstruinent. 




î 



n 
sêè 



Fig. 103. 




Fig. 104. 



Ordinairement, le centre de gravité du levier ne coïncide 
pas avec le point d'appui; en outre, on a soin de suspendre 
le levier et le poids Q à l'aide de prismes en acier. 

Soit G (fig. 104) le centre de gravité du levier, u son poids, 
la condition d'équilibre est 



OxOA + coxOG=PxOM, 
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Soit I le point où il faut placer le poids P pour que l'équi- 
libre ait lieu quand aucun poids n'est suspendu en A^ on a 
alors 

crXOG = PXOI. 

Retranchons ces* deux équations membre à membre^ il 
vient 

OXOA = PX(OM— 0I) = PXIM; 
d'où = 1MX^. 

Le poids Q est donc proportionnel à la distance IM. Pour 
graduer l'instrument, on attachera -au crochet un poids 
connu, par exemple 100 kilogrammes, et on cherchera le 
point G où il faut placer le poids P pour qu'il y ait équilibre. 
On divisera la longueur IG en- 100 parties égales et on pro- 
longera les divisions au delà du point G. Quand on veut peser 
un corps^ il suffit de déterminer la division à laquelle il faut 
placer le poids P pour que l'équilibre ait lieu ; le numéro 
de celte division représente le poids du corps en kilo- 
grammes. 

La balance romaine n'exigeant qu'un seul poids et permet- 
tant d'effectuer les pesées avec une grande rapidité, est sou- 
vent préférée à la balance ordinaire, mais elle n'est pas sus- 
ceptible d'une aussi grande précision. 

Il faut remarquer encore que la charge du point d'appui 
est plus faible que dans la balance ordinaire, elle est égale à 

Q + «r+P. 

On peut varier cette balance de diverses manières en ren- 
dant mobile, soit le poids Q, soit le point de suspension du 
levier; le principe de l'appareil serait toujours le même. 
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Balance de Roberval. 

La balance de Roberval se compose de deux bras de levier 
égaux et parallèles, AB et A'B' (fig. 105), pouvant tourner au- 




Fig. 105. 



tour de leurs centres et 0', et reliés par deux tiges verti- 
cales A A', BB' articulées aux points A, A', B, B'. Les deux 
leviers et les deux tiges verticales forment ainsi un parallé- 
logramme articulé. Ces tiges AA'et BB' portent des plateaux 
sur l'un desquels on met des poids marqués, et sur l'autre 
le corps que l'on veut peser. L'emploi de la balance de Ro- 
berval repose sur cette propriété qu'un corps placé en un 
point quelconque M d'un plateau produit le même effet que 
s'il était directement appliqué au point B. 

En effet, soit M (fig. 106) la position du corps, P son poids 
représenté par la longueur MG. Joignons MB et MF et dé- 
composons la force MG en deux autres MD et ME passant par 
les deux points B' et B, transportons ces deux forces aux 
points B' et B, en B'D' et BE', ce qui est permis, puisque les 
points M, B et B' font partie d'un corps solide. Décomposons 
maintenant la force BE' en deux, l'une parallèle à OB qui sera 
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détruite par le point fixe 0, l'autre Be verticale; décompo- 
sons de même la force B'D' en deux» Tune dirigée suivant 
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Fig. 106. 

B'O' qui sera détruite par le point fixe 0', l'autre B'd verti- 
cale. 

Ces deux forces verticales ISd et Be ont une résultante 
égale à leur différence B'd— Be, que Ton peut appliquer au 
point B. Il suffit maintenant de montrer que cette différence 
est égale au poids MG du corps. 

Menons Ee', parallèle à BO, jusqu'à la rencontre de la ver- 
ticale MG. Les triangles égaux B'D'd, GEe' donnent B'd=Gc'; 
les triangles égaux BE'e, MEe' donnent aussi Be = Me'. Par 
suite, en faisant la différence, on trouve 

By— Be=Ce'— Me'=MG=P. 

Si on place des poids égaux sur les deux plateaux, on 
pourra donc supposer qu'ils sotit appliqués aux extrémités 
A et B du premier levier; ils auront alors une résultante 
passant par le point fixe 0, et l'instrument restera en équi- 
libre. 

En tenant compte du poids des fléaux, comme nous l'avons 
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fait pour la balance ordinaire, on verrait que l'inclinaison 
de l'appareil, quand on met sur un des plateaux un excès de 
poids p, est d'autant plus grande que cet excès de poids est 
plus considérable. La sensibilité dépend aussi de la distance 
du centre de gravité de chaque fléau à son point d'appui. 
EnGn, on peut donner à cette balance une grande précision, 
en faisant tourner les diverses pièces sur des arêtes de 
prismes d'acier placés aux points A, 0, B, A', 0', B'. 

La balance de Roberval occupe moins de place que la ba- 
lance ordinaire, et, conune les plateaux ne sont pas suspen- 
dus par des cordons, on peut y placer des corps d'un plus 
grand volume. L'inconvénient qu'elle présente, c'est qu'il y 
a trop de points d'articulation, et, par suite, trop de frotte- 
ments. 

Bascule de Quintenz. 

Cette bascule est fréquemment employée dans le com- 
merce pour peser des charges considérables. Elle se com- 
pose de trois leviers 

ARA r * 



r^ 



^ 



(fig. 107), l'un AC tour- 
nant autour du point 
fixe 0, l'autre A'B'tour^ 
nant autour du point 
p fixe 0', le troisième DE 

^^' '®^- tournant autour du 

point D. Ce dernier porte un tablier sur lequel on place le 
corps à peser. Le point D est Textrémité d'une tige DB' fixée 
au levier O'A'; AA' et BE sont deux tiges verticales articu- 
lées à leurs extrémités et reliant le levier AG aux deux autres. 
En G est suspendu un plateau qui porte des poids gradués. 
Soit P le poids du corps, M le point où la verticale passant 
par le centre de gravité du corps rencontre le bras de levier 
DE; on peut décomposer la force P appliquée en H en deux 
forces parallèles appliquées en E et D. Lp, composante appli- 
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DM 

quée en E sera égale à P X -tts, et on pourra la transporter 

MF 
au point B. L'autre, appliquée en D, est égale à P X jr^* 

Cette force peut être transportée en B' et décomposée en 

deux, Tune appliquée en 0' qui sera détruite par ce point 

ME OU' 
fixe, l'autre appliquée en A' et égale à P x ^ X Typ- Cette 

nouvelle force peut être transportée au point A, et décom- 
posée, à son tour, en deux forces parallèles, l'une de sens 
contraire, appliquée en 0, qui sera détruite ; l'autre, de même 

sens, appliquée en B et égale ^PX^fx-ô^X*^- 

Finalement, le poids du corps peut être remplacé par deux 
forces verticales, appliquées au point B, dont la somme est 

. DM ME O'B' OA 
'^^Df ^ DE ^O'A'-^ÔB* 

On construit la balance de manière que l'on ait 





OA OA'. 
OB~0'B" 


par suite. 


OA O-B' 
OB^O'A'" 


et la somme 


des forces devient 

1 



Ps.M-i.pscME-p^»M + ME-.p 

Donc, quand les bras de levier OA et O'A' sont proportion- 
nels à OB et O'B', on peut placer le corps en un point quel- 
conque du tablier et il produit le même effet que s'il était 
directement attaché au point B. Le bras de levier OC est plus 
grand que OB, afin qu'on puisse faire équilibre au poids P 
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agissant en B avec un poids p plus faible agissant en G ; on 
a alors 

PxOB=pxOG. 



D'où 



P=pxg. 



oc 



La bascule est dite au dixième quand rvô = 10; alors le 

poids P est dix fois plus grand que le poids p qui lui fait 
équilibre. La figure 108 représente la coupe d'une bascule 
de Quintenz au dixième^ construite comme nous venons de 
l'indiquer. 




Depuis quelques années, on construit une nouvelle espèce 
de balance qui a la forme de la balance de Roberval, mais 
qui est formée en réalité de deux bascules de Quintenz agis- 
sant de part et d'autre sur un même bras de levier. 

Cette balance (fig. 109) se compose d'un fléau AA' pouvant 
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Fig. 100. 



tourner autour de son milieu 0, et de deux leviers CE, GE, 
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tournant autour des points E et E'. A Fun des plateaux IR 
sont implantées deux liges verticales lA, KG, reposant sur 
les extrémités A et G du fléau AA' et du levier GE; BD est une 
tige verticale articulée en B et en D ; on a d'ailleurs la pro- 
portion 

OB_ED 

OA""EG* 

On démontre^ comme dans le cas précédent , qu*un corps 
de poids P placé en un point quelconque M du plateau, pro- 
duit le même eflet que s'il agissait directement sur le fléau 
au point A. La seconde partie de l'appareil est tout à fait 
symétrique, et le fléau AA' reste horizontal quand on met 
des poids égaux sur les deux plateaux. 



Poulie fixe. 



La poulie est une roue circulaire pouvant tourner autour 
d'un axe mené par son centre 
et perpendiculaire à son plan 
(fig. 110). Pour cela, elle est tra- 
versée en son centre par une tige 
de fer cylindrique dont les extré- 
mités sont portées par une chape. 
Gette chape est une mâchoire en 
fer dont les deux branches em- 
brassent la poulie et qui est atta- 
chée à un point fixe par un cro- 
chet ou par une vis et un écrou. 
Sur le pourtour de la poulie est 
creusé un sillon, ou gorge^ et dans 
cette gorge passe une corde aux 
Fig. 110. deux extrémités de laquelle sont 

appliquées la puissance P et la résistance Q. 
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Soit (fig. 1 1 1) le centre de la poulie, OA et OB les rayons 
qui aboutissent, aux points où la corde commence à tou- 
^ cher la poulie; on peut appliquer 

les forces P et Q aux points A et B, 
et imaginer qu'elles agissent sur le 
levier AOB, mobile autour du point 
0. Pour l'équilibre, il faut que les 
moments de ces forces par rap- 
port au point soient égaux et de 
"^Q signes contraires. Les bras de le- 
vier OA et OB étant égaux, les forces 
P et Q sont aussi égales. 
Pour déterminer la pression que 
supporte Taxe de la poulie, nous n'avons qu'à transporter 
les forces P et Q parallèlement à elles-mêmes au point 0, 
en OC et OD, et construire la résultante OE de ces deux 
forces. Comme ces forces sont égales, la résultante R est 
dirigée suivant la bissectrice de l'angle que font leurs di- 
rections. 

Appelons 2a l'angle AIB ou COD des deux cordons, la 
figure OGED est un losange, on a donc 




Fig. 111. 



ou bien 



OE = 2.0C.cosa, 



R = 2Pcosa. 



Joignons AB, appelons r le rayon OA de la poulie; on aura, 
en remarquant que l'angle ABO est égal à a, 

AB = 2rcosa. 



Par suite, 



R_AB 
P~~- 
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Donc l'une des forces P et Q est à la charge R que sup- 
porte l'axe de la poulie, comme le rayon de la poulie est 
à la corde AB de l'arc embrassé par le cordon sur la 
poulie. 

'Si les cordons sont parallèles, l'angle 2a est nul, et l'on a 
R=2P. La pression que supporte l'axe est égale à la somme 
des forces qui agissent aux deux extrémités du cordon. 

Poulie mobile. 

Supposons que la poulie, au lieu de tourner autour d'un 
axe fixe comme précédemment, soit portée par un cordon 

CBAD(fig. 112), fixé en un pointe, 
et tiré à l'autre extrémité par une 
force P. La chape de la poulie 
portant un poids Q, on conçoit 
que la force P peut être telle que 
l'équilibre existe. Le cordon BC 
exerce une certaine pression sur 
IQ le point fixe G, et ce point réagit 

Fig. 112. avec une force égale et con- 

traire; on peut donc supprimer le point fixe et le remplacer 
par une force T agissant dans la direction du cordon; cette 
force T est la tension du cordon. 

La poulie est donc soumise aux trois forces P, T et Q que 
Ton peut supposer appliquées aux points A, B, et 0. Pour 
que l'équilibre existe, il faut que ces trois forces soient con- 
courantes, et qu'elles se fassent équilibre au point de con- 
cours. Les forces P et T devant concourir en un point I 
de la direction de la force Q, et cette force Q passant 
par le point 0, les deux cordons seront également in- 
clinés sur la ligne 10. La résultante des forces P et T, ap- 
pliquées en I, devant être dirigée suivant la bissectrice 10 de 
l'angle qu'elles font entre elles , ces deux forces seront éga- 

9 
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les. La pression que supporte le point fixe est donc égale à 
la force P, et la tension est la même tout le long du cordon. 
Appelons 2a Tangle des cordons, la résultante des deux for- 
ces égales P et T sera, comme plus haut, égale à 2Pcosa. La 
condition d'équilibre sera donc 



On a encore 



et, par suite, 



Q = 2Pcosa. 
AB = 2rcosa, 



Q_AB 
P""T* 



La force P est au poids Q comme le rayon de la poulie est 
à la corde AB. 

Le poids Q restant constant, la force P est d'autant plus 
grande que l'angle 2ot se rapproche plus de 180*. Quand les 
cordons sont parallèles, l'angle 2ot est nul, et on a 

P-^ 

On fait équilibre à un poids Q avec une force P deux fois 
plus faible, c'est la condition la plus favorable. 



Moufles. 

On appelle moufle une machine formée par la réunion de 
plusieurs poulies fixes et mobiles , et qui permet de faire 
équilibre à une résistance donnée par une force beaucoup 
plus faible; on emploie pour cela plusieurs dispositions dif- 
férentes. 

Dans la moufle de la figure 113, le poids Q est attaché à 
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la chape d'une première poulie mobile dont le cordon est 
fixé à l'une de ses extrémités à un point fixe A, et attaché à 

l'autre extrémité à la 
chape d'une seconde pou* 
lie 0'. Le cordon de cette 
seconde poulie est fixé 
aussi par une de ses 
extrémités à un point A' 
et attaché par l'autre à 
la chape d'une troisième 
poulie O*', et ainsi de 
suite. Le cordon de la 
dernière poulie mobile 
passe sur une poulie fixe 
de renvoi B, et une 
force P agita l'extrémité 
de ce cordon. 
Considérons le cas sim- 
^^ pie où les cordons des 
poulies mobiles sont pa- 
rallèles, et proposons- 
Fig. 113. nous de déterminer la 

puissance P qui fait équilibre à la résistance Q. Appelons 
T, T', T", les tensions des différents cordons. La tension T 
du premier cordon agit comme puissance sur la première 
poulie mobile 0, et on a 

Q=2T. 

Cette tension T agit sur la chape de la poulie mobile 0', 
et la tension T' du second cordon agit en sens contraire sur 
la circonférence de cette poulie, en a encore 




de même, 



T=2T; 



r=2r. 
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La tension T" agissant sur la poulie fixe B est égale à la 
force P, 

T"=P. 

En multipliant toutes ces équa- 
tions membre à membre, il vient 

Q=2»P, ouP=^,. 

En général, s'il y a n poulies 
mobiles, on aura de même 

Q = 2°P, ouP=^. 

La force P est donc égale à la 
résistance divisée par une puis- 
sance de 2 indiquée par le nonibre 
des poulies mobiles. 

Plus fréquemment, la moufle est 
composée de plusieurs poulies G, G\ 
G^ (Kg. 114) montées sur une même 
chape fixe attachée en A, et d'un 
nombre égal de poulies 0, 0', 0*', 
montées sur une même chape mo- 
bile, laquelle porte le poids Q. Ces 
poulies ont des rayons différents 
pour que les différents cordons ne 
se gênent pas. 

Le cordon est attaché à un cro- 
chet B qui termine la chape fixe, il 
passe sur la poulie 0'', puis sur la 
poulie C" et ensuite successivement 
sur les poulies 0', C, 0, G; la force 
P est appliquée à l'extrémité de ce 
cordon. Il n'y a ici qu'un seul 



Fig. 114. 
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cordon; la tension est la même en 
tous ses points et égale à P. Cha- 
cune des poulies 0", (y, est sol- 
licitée par deux cordons sensible- 
ment parallèles dont les tensions 
sont égales à P et ont une résul- 
tante égale à leur somme 2P. Donc, 
si n est le nombre des cordons in- 
termédiaires, la chape mobile sera 
soumise à n forces verticales , de 
bas en haut, égales à P. La condi- 
tion d'équilibre est donc 



Q=nP, ou P= 



Q 



Si n est le nombre des cordons 
intermédiaires, on fait donc équi- 
libre à un poids Q par une force n 
fois plus faible. 

Dans la figure que nous avons 
donnée, le nombre des cordons in- 
termédiaires est toujours pair, il 
est égal au double du nombre des 
poulies montées sur la chape mo- 
bile. 

On supprime quelquefois la der- 
nière poulie 0'^ de la chape mobile, 
et on fixe alors le cordon à la chape 
mobile; dans ce cas, le nombre des 
cordons intermédiaires est impair. 

Souvent les poulies fixes, au lieu 
d'être montées sur une même chape, 
sont montées sur un même axe, 
ainsi que les poulies mobiles 
(fig. 1 15). De cette manière, Tappa- 
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reil a une longueur beaucoup plus faible. Les cordons inter- 
médiaires sont encore sensiblement parallèles et la condi- 
tion d'équilibre est la même. Cette moufle porte plus spé- 
cialement le nom de palan. 



Treuil. 



Le treuil (fig. 116) se compose essentiellement d'un cylin- 
dre AB en bois, terminé à ses deux extrémités par des tiges 




Fig. 116. 

de fer cylindriques, de rayon plus petit, implantées dans le 
premier cylindre de manière que les axes se confondent. Ces 
tiges, appelées tourillons^ reposent sur deux supports con- 
caves qu'on appelle coussinets. Une corde attachée en un des 
points du cylindre est enroulée sur sa surface et porte à 
l'autre extrémité un poids Q. Le cylindre porte encore une 
roue de rayon beaucoup plus grand, et une corde passant sur 
cette roue, est soumise à l'action d'une force P. Comme on 
le voit, le treuil est un corps solide assujetti à tourner autour 
d'un axe, et, pour que l'équilibre existe, il faut que les deux 
forces P et Q soient détruites par la résistance de l'axe. 
Supposons d'abord les deux forces P et Q verticales , et 
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soient C ei G (fig. 117) leurs points 'd'application. Les rayons 
OC, O'C, qui aboutissent aux points d'application, sont 



-^ 



0* 




P+Q 
FIg, 117. 

horizontaux, ils sont donc parallèles et situés dans un même 
plan avec l'axe ; la droite CC rencontre l'axe en un point D, 
et il faut que la résultante des forces P et Q soit appliquée 
au point D. On aura donc 

P_C5 
Q""CD- 

Les triangles semblables OCD, O'C'D donnent les rapports 
égaux 



d'où l'on tire 



Les forces P et Q sont donc dans le rapport du rayon du 
cylindre au rayon de la roue, c'est-à-dire en raison inverse 
des bras de levier à l'extrémité desquels elles agissent. 

Pour déterminer les pressions que supportent les coussi- 
nets, il suffira de décomposer la résultante P+Q appliquée 
en D, en deux forces appliquées aux tourillons A et B. 



G'D 


C'O' 




GD 


~ GO 


> 


P 


C'O' 
CO 


r 
R 
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Supposons maintenant que la force P, au lieu d'être verti- 
cale, est appliquée au point E de la grande roue. Menons le 
rayon horizontal OC, et appliquons au point G deux forces 
verticales P et— P, égales et de sens contraires , ce qui ne 
change pas l'équilibre. La force — P appliquée en G et la 
force P appliquée en E se rencontrent au point I; on peut les 
transporter en ce point et déterminer leur résultante IK. 
Cette résultante passera par le point 0, puisque les deux 
forces sont égales , et elle sera détruite par la résistance 
de l'axe. Il ne restera que la force P appliquée au point G, 
et le problème est ramené au cas précédent. La condition 
d'équilibre est encore 

Pour déterminer les pressions supportées par les coussi- 
nets, on décomposera la force P +Q, appliquée en D, en deux 
autres appliquées aux tourillons A et B, et la force IK, appli- 
quée en 0, en deux autres appliquées aussi aux tourillons 
A et B. On construira ensuite la résultante des deux compo- 
santes appliquées à chaque tourillon. 

Si on veut tenir compte du poids du treuil, on décompo- 
sera son poids appliqué au centre de gravité G en deux 
forces parallèles appliquées aux tourillons. 

La grande roue du treuil est souvent remplacée par des 
leviers perpendiculaires à Taxe du cylindre, ou bien par 
une bielle et une manivelle; daus les deux cas, la force appli- 
quée est perpendiculaire à Taxe du cylindre at aux bras de 
levier qui y sont implantés. 

Dans le treuil des carriers (fig. 1 1 8) qu'on emploie pour 
extraire les pierres des carrières souterraines, la roue atta- 
chée au cylindre a de très-grandes dimensions, et elle porte 
un grand nombre d'échelons implantés sur sa circonférence, 
perpendiculairement à son plan. Des ouvriers montent le 
long de cette échelle circulaire; leur poids est la puissance 
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et ils peuvent soulever des blocs très-lourds parce qu'ils 
agissent à reztrémité d'un grand bras de levier. 




Enfin on se sert quelquefois de treuils dont l'axe est ver- 
tical, soit pour traîner des fardeaux sur le sol, soit pour 
exercer un effort dans une direction quelconque, en ayant 
soin de faire passer la corde sur une poulie de renvoi. Les 
treuils à axe vertical portent généralement le nom de cabes- 
tans. 
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TRAVAIL. 



Quand on veut évaluer Teflet utile des forces employées 
dans Tindustrie ou le travail qu'elles ont effectué, il faut 
tenir compte non-seulement de leur intensité, mais encore 
du chemin qu'elles ont fait parcourir aux corps sur lesquels 
elles agissent. On a ainsi la notion du travail mécanique des 
forces ; c'est une nouvelle espèce de grandeur qu'il importe 
de définir avec précision. 



Cas où la force est constante et le déplacement dans la direction de la force. 

Considérons d'abord une force constante en grandeur et 
en direction, agissant sur un point matériel qui se meut 
dans la direction de la force. Supposons, par exemple, qu'on 
veut élever desj)oids à des hauteurs différentes. Si la hauteur 
est la même, le travail est évidemment proportionnel au 
poids du corps qu'on élève. Imaginons qu'on élève un poids 
de 2 kilogrammes à une hauteur H, on peut diviser le corps 
en deux parties égales chacune à 1 kilogramme, que l'on 
porte successivement à la hauteur H ; le travail produit est 
évidemment double du travail nécessaire pour élever un 
seul kilogramme à la même hauteur. Pour un poids triple, 
le travail serait triple, et, en général, le travail est propor- 
tionnel au poids. 

De même, quand on veut élever un même poids P à diffé- 
rentes hauteurs, le travail est proportionnel à la hauteur. 
Pour élever le poids P à 2 mètres de hauteur, on le portera 
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d'abord à 1 mètre, et on effectuera un certain travail ; on 
répétera le même travail en portant de nouveau le poids P 
â 1 mètre ; le travail est double du travail nécessaire pour 
élever le poids P à 1 mètre seulement; en général, le travail 
est proportionnel à la hauteur. 

Soit T le travail nécessaire pour porter le poids P à la 
hauteur H, T' le travail nécessaire pour porter le poids F à 
la hauteur H' ; appelons T| le travail nécessaire pour porter 
le poids P à la hauteur H'. Les travaux T et Ti, nécessaires 
pour porter le même poids P à des hauteurs diflférentes 
H et H', sont proportionnels aux hauteurs, on a donc 

I. — £ 
Ti""H'' 

De même, les travaux T^ et T', nécessaires pour porter à la 
même hauteur H des poids différents P et F, sont propor- 
tionnels aux poids, on a encore 

Ti_P 
T'"'P'' 

En multipliant ces deux rapports membre à membre, il 

vient 

T_ PH 

Les travaux nécessaires pour porter des poids différents à 
des hauteurs différentes sont donc proportionnels aux pro- 
duits des poids par les hauteurs. 

On a pris pour unité de travail le travail nécessaire pour 
élever un poids de 1 kilogramme à 1 mètre de hauteur, et 
on lui a donné le nom de kilogrammètre. Si on suppose que 
P' soit égal à 1 kilogramme et H' égal à 1 mètre, le travail T' 
sera l'unité de travail, et l'équation précédente devient 

T = PH. 
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Le travail nécessaire pour élever un poids à une certaine 
hauteur est égal au produit du poids parla hauteur. 

On a ainsi été conduit à donner la définition suivante du 
travail mécanique. 

Quand un mobile ^ soumis à une force constante en grandeu/r et 
en direction se déplace dans la direction de la force^ le travail 
de la force est égal au produit de rintensité de la force par le 
déplacement du mobile. 

En prenant le kilogramme pour unité de force et le mètre 
pour unité de longueur, le travail est exprimé en kilogram- 
mètres. 

Il y a deux cas à distinguer, suivant que le mobile se 
meut dans le sens de la force ou en sens contraire. Soit A 
(fig. 119) le point d'application de la force, AX sa direction. 

Si le déplacement a lieu 
i I B F X suivant AB, le mobile cède 

Fig. 119. à l'action de la force, la 

force est dite motrice et le travail est dit travail moteur. Si 
le déplacement a lieu suivant AB', la force résiste au mou- 
vement ; on dit que la force est résistante et que le travail 
est un travail résistant. On convient de considérer le dépla- 
cement comme positif quand il a lieu dans le sens de la 
force, et comme négatif quand il a lieu en sens contraire. 
Si on représente par e le déplacement affecté d'im signe con- 
venable, le travail sera 

T = FXe, 

et, si on tient compte du signe du déplacement, on voit que 
le travail moteur sera positif, et le travail résistant né- 
gatif. 

On peut aussi considérer le déplacement comme toujours 
positif, et affecter la force F du signe 4- ou du signe — sui- 
vant qu'elle est motrice ou résistante ; le signe du travail 
sera encore le même que précédemment. 
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Ainsi, quand on porte un corps à une hauteur H en lui ap- 
pliquant une force verticale F, on produit un travail moteur 
égal à F X H. En même temps le poids P du corps est une 
force qui agit en sens contraire et ^ui produit un travail ré- 
sistant représenté par — P X H. Si on donne au corps une 
vitesse initiale et qu'on veuille Télever d'un mouvement uni- 
forme, il faut que la résultante des forces qui le sollicitent 
soit nulle. Alors la force F est égale au poids P, et le tra- 
vail moteur est égal au travail résistant. 



Cas où la force est constante et le déplacement rectiligne, mais incliné 
sur la direction de la force. 



Supposons qu'un mobile, sollicité par différentes forces, se 
ment sur une droite AX (fig. 120), et soit AB le déplacement 

du mobile pendant un certain 
fs~ T^ temps. Considérons une force F 
j ^ Nv agissant sur le mobile, et repré- 

.1^ , vv sentée par AC; celte force fait 

" * ^ avec le déplacement du mobile 
Fis- *2o. yn angle a. Nous ne changerons 

rien au phénomène en considérant le mobile comme as- 
sujetti à se mouvoir sur la droite fixe AX. Remplaçons alors 
la force F par deux, Tune 

AD=Fcosa 

dirigée suivant AX, l'autre 

AE=Fsîna 

perpendiculaire à AX. La composante normale AE sera dé- 
truite par la droite fixe et ne produira aucun travail; on 
peut la négliger et remplacer la force F parla composante 
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AD. On est ainsi ramené au cas précédent; le travail de la 
force AD est égal à AD x AB. Si l'angle a qui fait la direction 
de la force F avec la direction AB du déplacement est 
aigu, la composante AD est motrice^ et le travail est repré- 
senté par 

ABxFcosa. 



Si l'angle a est obtus (fig. 1 2 1), le travail est égal a— AB x AD ; 

il est encore représenté par 



ABxPcos a, 



Fig. 121. 



le cosinus étant pris ave son signe. 
On est ainsi conduit à la définition 
suivante : 

Quand le point d'application d'une force cotistante se meut en 
ligne droite , on appelle travail de cette force, le produit du 
déplacement de son point (j^ application par la projection de la 
force sur la direction du déplacement. 

Le travail ABxFcosa peut s'écrire sous la forme 
FxABcosa, et on remarque que ABcos a est la projec- 
tion du déplacement AB sur la direction de la force. Donc, 
on peut dire aussi que le travail de la force F est égal 
au produit de cette force par la pro- 
jection du déplacement de son point 
d^application sur la direction de la 
force. 

Supposons qu'on veuille élever 
un corps A (flg. 122) entre deux 
montants verticaux par une force F, 
faisant un angle a avec la verticale. 
Nous pouvons décomposer cette 
force en deux, l'une horizontale 
qui sera détruite par les montants fixes, l'autre verticale 
égale à F cos a. 




Fig. 122. 



DE MÉGANIQUE. 143 

Si AB est le déplacement, le travail de la composante ver- 
ticale et, par conséquent, celui de la force F, sera 

AB X F cos «. 

Si on veut faire monter le corps d'un mouvement uniforme, 
il faut que toutes les forces qui le sollicitent aient une ré- 
sultante nulle. Par suite, la composante verticale F cos a 
sera égale au poids P du corps, et le travail moteur de cette 
force ABxFcosa sera égal au travail résistant — ABxP 
du poids du corps. 

Nous avons vu que les machines ont pour but de vaincre 
certaines résistances, et nous avons considéré jusqu'ici le cas 
où les machines restent en équilibre sous l'action des forces 
qu'on leur applique et des résistances qu'elles doivent 
vaincre. Si une machine est en mouvement, toutes les forces 
auxquelles elle est soumise peuvent être divisées en deux 
groupes. Les unes se projettent sur le déplacement de leurs 
points d'application, dans le sens du déplacement; ce sont 
les forces motrices, leur travail est positif. Les autres se pro- 
jettent en sens contraire du déplacement de leurs points 
d'application ; ce sont les forces résistantes, leur travail est 
négatif. 

Quand la machine se meut d'un mouvement uniforme, 
c'est-à-dire quand chacun des points a constamment la même 
vitesse, toutes les forces qui lui sont appliquées se font 
équilibre; les relations qui existent entre ces forces sont 
alors les mêmes que celles que nous avons établies pour les 
machines en repos. Dans ce cas, la somme des travaux des 
forces motrices est constamment égale à la somme des tra- 
vaux des forces résistantes; en appelant T» la première 
somme et Tr la seconde, on a toujours 

T«-1V=0 

pour un déplacement quelconque de la machine. Voilà pour- 
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quoi on définît quelquefois les machines des instruments desti- 
nés à transmettre le travail des forces. Quelle que soit la ma- 
chine que l'on emploie, les forces motrices pourront être 
beaucoup plus faibles que les résistances, mais le travail 
effectué ne sera jamais plus grand que le travail des forces 
dont on dispose. 

Il est important de remarquer que l'équation précédente 
n'est pas toujours vraie. Si le mouvement va en s'accélérant, 
une partie du travail moteur est employée à accroître la vi- 
tesse des différents points de la machine, et le travail mo- 
teur est plus grand que le travail résistant. Au contraire, si 
le mouvement de la machine se ralentit, la diminution de 
vitesse des différents points est accompagnée d'un accrois- 
sement de travail résistant, lequel devient alors plus grand 
que le travail moteur. 

Considérons le cas très-simple où une machine n*est sou- 
mise qu'à deux forces, une force motrice P et une résistance 
à vaincre R. Supposons ces deux forces constantes, et appe- 
lons p et r les déplacements des points d'application projetés 
sur les directions des forces. Pendant que la machine se 
meut d'un mouvement uniforme, le travail moteur est égal 
au travail résistant, et on a 

Pp = Rr, ou 5 = ^- 

Les forces P et R sont en raison inverse des chemins par- 
courus parleurs points d'application. Si, par exemple, la ré- 
sistance R est cent fois plus grande, le chemin parcouru par 
son point d'application sera cent fois plus petit. On énonce or- 
dinairement ce résultat en disant que ce qu'on gagne en forceîpn 
le perd en chemin parcouru. Réciproquement, si le chemin r 
parcouru par le point d'application de la résistance est cent 
fois plus grand, la résistance R sera cent fois plus faible. On 
énonce encore ce résultat en disant : ce quon gagne en che- 
min parcouru^ on le perd en force. 
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Nous allons vérifier cette égalité du travail moteur et du 
travail résistant dans les machines que nous avons étudiées. 
Nous supposerons toujours le mouvement uniforme; c'est le 
seul cas dans lequel les relations qui existent entre les dif- 
férentes forces soient les mêmes que si la machine était en 
repos. 

Travail dans le plan incliné. 




Appelons, comme précédemment, / la longueur AB 
(fig. 123) du plan incliné, h la hau- 
teur BC, et supposons que le mobile 
ait parcouru toute la longueur du 
plan incliné, en marchant de bas en 
h9ut. Le travail de la force F est un 
travail moteur, il est égal à 

Fig. 123. 

Psincpx^; 

le travail du poids P est résistant, il est égal à P X ^. On a 
d'ailleurs 

Fsin©=Psina; 

par suite, 

¥1 sin <p = P/ sin a =• P/i, 

Le travail moteur est donc égal au travail résistant. Nous 
avons vu que la force F est la plus petite possible quand elle 
est parallèle au plan incliné, on a alors 



¥l=l?h, 



F h 



Quand on veut élever un corps sur un plan incliné avec 
une force parallèle au plan, le rapport de la force P au poids 
du corps est égal au rapport de la hauteur du plan incliné à 
sa longueur. Cette force P est d'autant plus faible que le plan 

10 
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incliné fait un angle plus petit avec l'horizon. Voilà pour- 
quoi on emploie le plan incliné pour élever de lourds far- 
deaux, pour faire des terrassements; les routes qui gravis- 
sent les pentes sont aussi des plans inclinés. 



Travail dans le levier. 

Dans le levier^ les points d'application des forces n'ont 

plus des déplacements rectilignes ; ces points décrivent des 

arcs de cercle ayant pour centre le point fixe. Mais si on 

considère le travail pendant que le levier tourne d'un angle 

très-petit, le déplacement de chaque point sera sensiblement 

rectiligne, et on pourra en outre considérer les forces 

comme constantes en grandeur et en direction. 

Appliquons les forces? et Q (fig. 124) aux extrémités G et D 

D' de leurs bras de levier; 

/eu? ^il"''^ quand le levier tourne d'un 

"'^^ ^ ^;i^A--^--^''Il^ \ angle w, le point C vient 

en C, le point D en D'. L'arc 
^Q ce étant très-petit se con- 
Fig. 124. fond sensiblement avec la 

tangente G A à la circonférence; de même DD' est sensible- 
ment dans le prolongement de la droite BD. Le travail de la 
force P est moteur et égal à PxCC'; le travail de la force Q 
est résistant et égal à Q X DD'. On a d'ailleurs 

Les arcs GG' et DD', correspondant à des angles au centre 
égaux, sont proportionnels aux rayons; on a 

ca ^p 

Par suite, 

.^ = J^,ou PXCC'=QXDD'. 
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Le travail moteur est donc égal au travail résistant pen- 
dant que le levier se déplace très-peu. 

Si maintenant le levier marche pendant le temps r, on 
peut décomposer ce temps t en un grand nombre d'inter- 
valles de temps très-petiis ô, pendant chacun desquels le 
travail moteur ^era égal au travail résistant. Le travail mo- 
teur total sera égal à la somme des travaux moteurs pendant 
chaque intervalle de temps 6 ; il sera donc égal à la somme 
des travaux résistants pendant les mêmes inlervuUes de 
temps, et, par suite, au travail résistant total. 

Travail dans la poulie fixe. 

Soit, dans la poulie fixe, C (Gg. 125} le point d'application 
de la puissance P, et D le point d'application de la résis- 
tance Q, et supposons que la pou- 
lie tourne dans le sens de la 
puissance. Pendant que le point G 
parcourt, sur la droite AC, une 
certaine longueur CC, le point 
D parcourt sur la droite DB une 
longueur égale DD'. Le travail 
moteur est PxCC, le travail ré- 
ï'ig- «5- sistant est Q X DD'. Nous avons vu 

que la puissance P est égale à la résistance Q; donc on a 
aussi 

PXCC'=QXDD', 

le travail moteur est égal au travail résistant. 



Travail dans la poulie mobile. 

Considérons seulement le cas où les cordons de la poulie 
mobile sont parallèles et verticaux. Soit C (ûg. 126) le point 
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fixe auquel est attaché le cordon, D rextrémîté du cordon 
auquel est appliquée la puissance P, et supposons que le 
centre de la poulie s'est élevé de la quan- 
tité 00'. Le cordon CB a diminué d'une 
longueur BB' égale à 00', et la distance DA 
a diminué aussi d'une longueur AA' égale 
à 00'; le point D, puisque la longueur to- 
tale du cordon n'a pas changé, s'est donc 
élevé d'une quantité DD' égale à AA'+BB', 
c'est-à-dire égale à 2 00'. Le travail mo- 
teur est égal à P X DD' ou P X 2 00', le tra- 
vail résistant est égal à QxOO'; on a d'ail- 
leurs 

Q=2P. 

Par suite, on a aussi 

QX00'=2PX00'=PX200'. 

Le travail moteur est donc égal au travail résistant. On 
voit qu'on élève un poids Q avec une force deux fois plus 
faible, mais aussi le chemin parcouru par la puissance est 
deux fois plus grand que celui que parcourt la résis- 
tance. 

Travail dans les moufles. 




Considérons d'abord le premier genre de moufle,. celui 
qui est composé d'une série de poulies mobiles (fig. 113). 
Supposons que le poids Q, et, par suite, la poulie s'élève 
d'une hauteur h; d'après ce que nous venons de voir, la 
poulie 0' se sera élevée d'une hauteur égale h 2 h, là poulie 0" 
de 2 /iX 2 ou 2'/i, et le point d'application Ë de la puissance 
P aura décrit le chemin 2^hX2ou 2* h. En général, s'il y a 
n poulies, le point d'application de la puissance aura décrit le 
chemin 2"/i. Le travail moteur est égal à Px2"/i; le tra- 



DE MÉCANIQUE. 149 

vail résistant est égal à Qx ^. Mais on a entre les forces P et 
Q la relation 

Q=:PX2"; 

par suite, Q x /* = P X 2" /i. 

Donc encore le travail moteur est égal au travail résis- 
tant. 

Dans le second genre de moufle (£ig. 114), supposons que 
le système des poulies mobiles, et, par suite, la résistance Q, 
se soit élevé de la hauteur /i, chacun des n cordons verticaux 
situés entre les deux systèmes de poulies aura diminué de h, 
et le point d'application D de la puissance P aura parcouru 
un chemin égal à nh. Le travail moteur sera égal à PXnA, 
et le travail résistant égal à Qx^. On a d'ailleurs Q=?iP; 
on a donc aussi 

?Xinh=Q>:h, 

et le travail moteur est égal au travail résistant. 

Ici encore, comme dans le plan incliné, on peut avec une 
force très-faible élever un fardeau très-lourd, mais l'espace 
parcouru par le fardeau est très-petit par rapport au dépla- 
cement du point d'application delà force. 

Travail dans le treuil. 

Considérons enfin le travail dans le treuil. 

Soient OA et OB (fîg. 127) les bras de levier des forces P 
et Q, et supposons que le treuil ait tourné d'un certain 
angle a> dans le sens.de la puissance P. Le point A a décrit 
un arc de cercle et est venu en A', le point d'application G de 
la puissance s'est déplacé d'une longueur GC! égale à l'arc AA'; 
le travail moteur est P X CC ou P X AA'. De même, le point B 
est venu en B', le déplacement DD' du point d'application de 
la résistance Q est égal à l'arc BB', et le travail résistant est 
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égal à QXDD' ou bien à QxBB'. Les ;deux arcs A A' et BB 
correspondant à des angles au centre égaux , sont propor- 




\ 



~^. 



Fig. 127. 

tionnels aux rayons ; on a donc 



On a d'ailleurs 



par suite, 
ou bien 



BB' 
AA' 


OB r 
-OA-R* 




P r 
Q~R' 


P 


r BB' 
= 5- H" 



PXAA'=QXBB'. 



Le travail moteur est donc égal au travail résistant. 



Résistances passives. 

On voit que toutes les machines précédentes peuvent être 
considérées comme ayant pour but de transformer le travail 
moteur en travail résistant; il en est de même pour une 
machine quelconque, mais nous n'avons pas traité la ques- 
tion d'une manière complète. Nous n'avons envisagé que 
la résistance qu'on se propose de vaincre, et en vue de 
laquelle la machine a été construite, par exemple, le poids 
du fardeau qu'on veut soulever. Il y a en outre d'autres ré- 
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sistances qu'on appelle passives ; ces résistances proviennent 
des frottements qui s'exercent entre les difTérentes pièces de la 
machine, de la roideur des cordes, de la résistance deFair, etc. 
Le travail résistant est donc composé de deux parties : l'une 
due à la résistance utile , et qu'on nomme pour cela travail 
tuile; l'autre due aux résistances passives, et qu'on nomme 
travail passif. En désignant par T„ le travail utile, et T^ le 
travail passif, on aura donc 

Quand la machine se meut d'un mouvement uniforme, 
l'équation du travail est toujours vraie, et Ton a 

T«=T,+Tr. 

Si bien construite et si bien entretenue que soit une ma- 
chine, il est impossible d'annuler complètement le travail 
passif, et le travail utile est toujours plus petit que le tra- 
vail moteur. Une machine ne rend donc qu'une partie du tra- 
vail moteur qu'elle reçoit, et on appelle rendement de la ma- 
chine le rapport qu'il y a entre le travail utile et le travail 
moteur. L'équation précédente donne 

Le rendement est donc toujours plus petit que l'unité; il 
s'approche d'autant plus de l'unité que la machine est plus 
parfaite. 

Dans la plupart des machines, la résistance à vaincre, ou 
le travail utile, est l'objet principal de la machine. Il y en a 
d'autres où Ton se propose seulement d'obtenir la marche 
régulière d'un mécanisme, comme dans les horloges et les 
chronomètres, ou une combinaison ingénieuse de mouve- 
ments, comme dans les machines à broder, alors le travail 
moteur est complètement absorbé par les résistances pas- 
sives. 
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On comprend d'après cela l'impossibilité du mouvement 
perpétuel. Le problème du mouvement perpétuel consiste à 
trouver une machine qui, une fois mise en mouvement, non- 
seulemedt conserve indéGniment son mouvement, mais 
encore produise constamment un travail utile. Considérons 
une machine à laquelle on ait imprimé une certaine vitesse 
à Taide d'une force motrice , et supprimons ensuite cette 
force. Supposons même que le travail utile soit nul, quelle 
que soit la perfection du mécanisme, on ne peut pas annuler 
les résistances passives et par suite le travail résistant. Gomme 
le travail moteur çst nul, le mouvement ne pourra pas rester 
uniforme à cause du travail résistant, la vitesse des diffé- 
rents points ira constamment en diminuant. Au bout d'un 
temps plus ou moins long, la machine s'arrêtera, à moins 
que la force motrice n'intervienne de nouveau. 
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